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Negli ultimi anni, professionalmente, ho avuto necessita di approfondi-
re la teoria dei processi stocastici, in particolare dei processi di Lévy:
fra le varie fonti che ho usato ci sono anche queste note, che ora tra-
scrivo in formato elettronico: riproducono il mio lavoro per un mio
seminario presso I’Universita di Firenze, tenuto nel 1996 per sostenere
I’esame finale di un corso di dottorato in teoria delle probabilita. Ho
fatto loro premettere qualche breve cenno introduttivo sui fondamenti
della teoria probabilistica e sulle variabili aleatorie: metto il tutto a
disposizione con l'avvertenza che si tratta di materiale as it is. Si pre-
suppone la conoscenza della teoria della misura di Lebesgue, quale per
esempio ¢ impartita nei corsi istituzionali di analisi superiore o di me-
todi matematici e, per la seconda parte, le nozioni di base sugli spazi
di Hilbert: per queste e altre nozioni di base si potra consultare il mio
e-book [1].
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1 Probabilita su insiemi

Il sesto problema della famosa lista di Hilbert! chiedeva di dare fonda-
mento assiomatico alla fisica, intendendo con questo la meccanica e la teoria
probabilistica (considerata come base della meccanica statistica): una risposta
soddisfacente I'ha data Kolmogorov trent’anni dopo?, sistemando definitiva-
mente la teoria delle probabilita in seno alla teoria della misura di Lebesgue,
maturata in quegli anni: cominciamo col rammentare qualche tratto di questa
sistemazione assiomatica.

Definizione 1.1 Una o-algebra di sottoinsiemi di un insieme €2 e una fami-
glia A C P(Q) di sottoinsiemi di §) tale che®

(1) e A
(2) Ace A = [A=0Q\Ae A
(3) {Aubuen CA = Uy Ay € A

Per esempio 2 € A (per (1) e (2)) e ANB € Ase A,B € A (per (2) e
(3)). In particolare, I'intersezione di o-algebre di sottoinsiemi di uno stesso
insieme ¢ ancora una o-algebra, il che vuol dire che, dato un sottoinsieme
qualsiasi (o pitin generale una qualsiasi famiglia di sottoinsiemi) di €2 ha senso
parlare della o-algebra da esso generata, che ¢ I'intersezione delle o-algebre
che contengono il sottoinsieme dato.

Definizione 1.2 Se Q # 0 ¢ A ¢ una o-algebra di sottoinsiemi di Q, una
funzione P : A — [0, 1] tale che

(1) P(0) =0
(2) P(Q) =1

(3) Se {An}nen C A € una successione di elementi a due a due disgiunti
(i#j = A;,NA;=0)allora

P (U An> = i%P(An)

neN

'D. Hilbert, Mathematische Probleme. Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematike Congress zu Paris 1900, Gott. Nachr. 1900, 253-297, Vandenhoeck &
Ruprecht, Gottingen.

2A.N. Kolmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung, Ergebnisse Der Ma-
thematik, Springer Verlag, 1933.

3Le notazioni insiemistiche meno comuni qui adottate sono le seguenti: () denota ’insie-
me vuoto, CA = Q\ A4 il complemento di A in un insieme ( fissato e P(Q2) denota I'insieme
delle parti di £2, cioe la famiglia dei suoi sottoinsiemi.
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si dice una probabilita su Q (relativa alla o-algebra A). In questo caso, la
tripla (Q, A, P) si dice uno spazio di probabilita e gli elementi di A si dicono
eventi.

Notiamo che P(B\ A) = P(B)—P(A) se A C B. Una funzione P : A — R
che soddisfi le (1) e (3) ma non necessariamente la (2) si dice misura su §2
relativa alla o-algebra A.

Esempio 1.3 Se () é uno spazio metrico separabile, allora la o-algebra ge-
nerata dalla topologia di € (cioé dalla famiglia dei suoi insiemi aperti) si dice
o-algebra dei boreliani di €2, e si denota con B(S2). Una misura su B(S2) si
dice misura boreliana.

Esempio 1.4 Se Q = {wy,...,w,} e A = P(Q) allora, se P & una qualsiasi
probabilita su §2, per ogni A C €2 si ha che

P(A) =P <U{w}> = P{{w})

e quindi P(A) ¢é determinata dai valori { P(w), ..., P(w,)}, cio¢ da una fun-
zione p : Q0 — [0, 1] tale che

plwr) + -+ plwn) =1
Per esempio p(w,) = 1/n soddista questa condizione.

La proprieta di o-additivita (3) non trova, a priori, nessuna giustificazione:
va considerata una ipotesi verificata nelle applicazioni e che rende la teoria
trattabile. Se la si sostituisce con l'ipotesi di finita additivita

P (U An> 3 P ®)

si ottiene il concetto di probabilita (o misura) finitamente additiva: evidente-
mente, poggiando sull’induzione, la (F) equivale alla

ANB=0 = P(AUB) = P(A) + P(B)

Teorema 1.5 Sia (2, A, P) uno spazio di probabilita e sia P finitamente
additiva: allora

(1) Ac B = P(A) < P(B) (monotonia)
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(2) Se B C A ¢ tale che per ogni B € B si abbia P(B) > 0 ed inoltre per
ogni By, By € B si abbia che By # By = B1 N By =) allora B ¢ al
pit una famiglia numerabile.

DIMOSTRAZIONE: La (1) segue facilmente dal fatto che B = AU (B\ A) e
quindi, per la (D), P(B) = P(A)+ P(B\ A) > P(A). Per avere la (2) notiamo
che, ponendo

B, = BGB‘ L _pmy<?t
n+1 n

abbiamo che .
B=|JB.
n=1

(come segue dal fatto che P assume valori in [0, 1].) Ora mostriamo che’
B, <n

Da questo seguira ovviamente che B ¢ al pit numerabile. In effetti, se per
assurdo in B, ci fossero piu di n elementi distinti, siano essi By, ..., By1,
allora

1 1
P(ByU---UBpy1) =P(By) + -+ P(Bpy1) > —— + -+ - =1
(B +1) = P(B1) + -+ P(Bny1) ﬂ+1+ +n+11

TV
n+1 volte

il che e assurdo, dato che By U---U B,,11 C ) e quindi
1=P(Q)>P(B1U---UByi1)

QED

Esempio 1.6 Consideriamo €2 = N e definiamo

P({n}) =0

(ed ovviamente P(N) = 1.) Se consideriamo l'algebra di insiemi A (che non
¢ una o-algebra) generata® dai sottoinsiemi {n} al variare di n € N e dal
singolo insieme N, abbiamo che

A={ACQ||A| < oo oppure |2\ A|] < o0}

4Con | X| 0 #X denotiamo la cardinalita di un insieme, cioe il numero dei suoi elementi.
SUn’algebra A generata da una famiglia di sottoinsiemi ¢ la pilt piccola famiglia
contenente tali sottoinsiemi e tale che per ogni A, B € A si abbia AU B, AN B,0A € A.
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cioe che A ¢é 'algebra degli insiemi finiti e cofiniti in N: possiamo estendere
P ad una funzione P : A — [0, 1] come

P(A) = 0 |Al <
1 |Q-\A] <

ottenendo una probabilita finitamente additiva ma non o-additiva su A, dato
che per esempio

0= P({n}) # P <U{n}> — P(Q) =1

neN

Esempio 1.7 (DISTRIBUZIONE DI POISSON) Se Q = {wy, }nen € numerabile
e se definiamo

p{wn}) = pn
dove la successione {p, } ¢ tale che p,, >0 e > p, =1, allora la funzione

P(A) =Y pn
wn€A

¢ una probabilita su P(2). Per esempio, se 0 = N, una tale successione é
data dalla
e M\
n!
(con X\ > 0), che si dice distribuzione di Poisson di parametro \.

Pn =

Teorema 1.8 Se (2, A, P) ¢ uno spazio di probabilita finitamente additi-
va allora per ogni successione {A,} di elementi di A a due a due disgiunti

abbiamo che
> P(A,) <P <U An>
n=0

neN

DIMOSTRAZIONE: Infatti possiamo scrivere I'unione della famiglia { A, } come
una unione disgiunta di due insiemi nel modo seguente:

N o0
A= (UAn>U< U An>
neN n=0 n=N+1
ed ottenere, per ogni N € N,

N N N o0 oo

> P(A,)=P (U An> <P (UAn> +P< U An> =P (UAn>

n=0 n=0 n=0 n=N+1 n=0

QED
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Teorema 1.9 Se (2, A, P) ¢ uno spazio di probabilita e { A, }nen C A, allora
valgono le sequenti proprieta:

(1) Disuguaglianza di Boole:
P (U An> <> P4
n=0 n=0
(2) Continuita inferiore: se i < j = A; C A; allora
P (UOAn> = lim P(A,)
(3) Continuita superiore: se i > j = A; C A; allora
P (ﬂoAn> = lim P(A,)
DIMOSTRAZIONE: (1) Consideriamo gli insiemi

e (U]

Evidentemente B,, C A, e gli insiemi {B,,} sono a due a due disgiunti: allora
dalla monotonia (P(B,) < P(A,)) segue che

P(TLGOA”> (UB) ;%PB)gnf%P(An)

(2) Poniamo A_; = (), e notiamo che

o0

U\ Ann) = [J A0 @\ A) (UA> (U Q\An_1)>

@)
(GA,J (Q\ 0) Q)An
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da cui, dato che |,y An = U,en(An \ An—1) e {A, \ A,_1} sono a due a due
disgiunti, segue

P <U An> =P <U(An \ An1)> = P(A,\ Ayy)

= (P(A) = P(4-1)) = lim D" (P(4,) = P(A,-1))
= lim (P(Ay) — P(A) = lim P(An)

(3) Poniamo B,, = Ag \ A, ottenendo una successione By C By C By C - - -
che, per la (2), soddisfa alla

P (U Bn> — lim P(B,)
n—oo
n=0

Ma

UBn = U(AO\An) = L_J(AOﬁ (Q\An) = Ao N U(Q\An)
pertantoi ) ) )
P(Ay)) = P <ﬁ An> o <D Bn> = lim P(B,) = lim (P(Ao) — P(A,))

e, dato che P(Ap) < P(Q) = 1, possiamo elidere P(Ag) da ambo i membri
(perché non ¢ infinito!) ed avere finalmente

P (QATL> = nlgr(; P(A,)
QED
Combinando questi due teoremi abbiamo il

Corollario 1.10 Una probabilita finitamente additiva che soddisfa la disu-
guaglianza di Boole é o-additiva e viceversa.

Data una successione di insiemi {4, },en, definiamo i suoi limiti inferiore
e superiore come

h,rfi,icng" = D ﬁ Ag

n=0k=n

limsup A,, = ﬁ G A

n—o0 n=0 k=n
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Quando questi limiti coincidono scriviamo semplicemente lim,,_, ., A,, per de-
notarli entrambi.

Corollario 1.11 Se {A,} ¢ una famiglia di eventi e P ¢ una probabilita
allora

lim A, =A = lim P(A,) = P(A)
n—oo n—o0
DIMOSTRAZIONE: Infatti, per il teorema e le definizioni di limite appena date,
P(A) =P (hyggmg —p (L_Jwﬂ Ak> = lim P (p Ak>

<liminf P (A,) <limsup P (A,) < lim P (U Ak>

n—oo n—oo n— oo k—n
=P (ﬂ U Ak> =P <limsup An) = P(A)
n=0k=n oo

quindi il limite numerico lim,, ., P(A,) esiste ed ¢ uguale a P(A).
QED

Teorema di Borel-Cantelli 1.12 Se {A,} ¢é una successione di eventi in
uno spazio di probabilita (2, A, P) allora

ZP(AH) <oo = P (limsup An) =0
n=1

n—oo

DIMOSTRAZIONE: Ricordiamo che limsup, A, =, U,>,, Ak. Pertanto

. . < 1 _
P (hm sup An) JLHQOP (,p Ak> < JL%OkZP(Ak) 0

n—oo

se la serie numerica ) P(A,) € convergente. QED

Teorema 1.13 Le sequenti condizioni sono equivalenti su una funzione P :

A —0,1]:
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(1) P ¢ una probabilita o-additiva, cioé sei #j = A;NA; =0 allora

ni:%P(An) =P (U An>

neN

(2) P e una probabilita finitamente additiva e se {A,} é una successione di
elementi di A tale chei < j = A; C A; allora

lim P(A,) =P (U An>

neN

(3) P e una probabilita finitamente additiva e se {A,} é una successione di
elementi di A tale chei > j = A; C A; allora

(1A, =0 = lim P(4,) =0
neN n—roo

DIMOSTRAZIONE: Le uniche implicazioni non banali da dimostrare sono (2) =
(1) e (3) = (1). Mostriamo la (1) = (2), cioe che se {4, } sono a due a

due disgiunti allora
> P(A,)=P (U An>
n=0

neN

Consideriamo la successione di insiemi

tale che i < j = B; C Bj, e che I'unione delle famiglie {A4,} e {B,} sia la
stessa: allora, per la (2) del teorema precedente,

P (U An> =P (U Bn> = lim P(B,) = lim P (OAZ)

neN neN
= lim Y P(A) =) P(A)
=0 n=0
(3)=(1) si dimostra in modo analogo, notando che in questo caso I'unione
della famiglia {B,} ¢ Ag e che

lim B, =0

n— o0
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(come segue dal fatto che gli {Ax} sono a due a due disgiunti.) Dunque, per
la (3) del teorema precedente,

lim P(B,) =0
n—o0
pertanto
n—1 n—1
P (U An> — P(A)) =P (U Al-) +P(B,) =Y P(A4;)+ P(B,)
neN i=0 i=0

Ma, per n — oo si ha P(B,,) — 0, dunque

o0

P (U An> => P(4,)
neN n=0

QED

D’ora in avanti ci limiteremo a considerare probabilita o-additive, se non

altrimenti specificato®.

Spesso per costruire una probabilita su una o-algebra, si parte da una
probabilita definita su una sottoalgebra che generi la o-algebra cui siamo
interessati: nel caso di probabilita finitamente additive c’e il seguente teorema
del tutto soddisfacente.

Teorema 1.14 Se P ¢ una probabilita finitamente additiva su un’algebra A C
P(Q) allora si puo estendere ad una probabilita finitamente additiva su P(€2).

DIMOSTRAZIONE: Se f & un funzionale lineare positivo” sullo spazio vettoriale
W={X:Q->R|JacRVWweQ|X(w)| <a}

delle funzioni limitate su €, tale che f(1) = 1 (dove a sinistra 1 denota la
funzione costante 1), allora possiamo associare a f una probabilita Py come

Pf(A) = f(xa)

dove x4 ¢ la funzione indicatore® di A (altrimenti detta funzione caratteristi-
ca, locuzione che in teoria delle probabilita ha un altro significato). Eviden-
temente 0 < Pp(w) < 1: infatti, dato che f & positivo e x4 > 0 si ha 0 < Py,
mentre dato f(1) =1leche AC B = f(xa) < f(xp) abbiamo che Py < 1.

SNotiamo che nella definizione originale di Kolmogorov la (3) del teorema precedente &
assunta assiomaticamente al posto della o-additivita.

"Cioe tale che f(X) > 0.

8Cioe ya(w)=1sewe Ae ya(lw)=0sew ¢ A.
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Inoltre, dato che f & lineare e che, se AN B = () allora x4u = xa + XB,
troviamo che

ANB=0 = P;(AUB) = P;(A)+ P;(B)

Ora consideriamo una probabilita finitamente additiva su un’algebra A C
P(£2) e poniamo, per A € A,

f(xa) = P(A)

definendo cosi un funzionale lineare positivo sullo spazio vettoriale V' genera-
to? dalle funzioni {xa} e, cioe

/ (Z aiXAi) = Z%‘P(Az‘)

Verifichiamo che questa definizione & ben posta: dato che una funzione > | a;x 4,
in V' assume solo un numero finito di valori {z1, ..., z,,} non nulli, allora

n m
E ;XA = E TiXQ,
i=1 i=1
dove

O, = {:c € R‘ ZaiXAi<'r) :wz}
i=1

In questa rappresentazione della nostra funzione di V', gli insiemi (); sono
disgiunti e quindi la definizione

f (Z %‘XQz) = szP(Qz)
i=1 i=1
e ben posta. Ora possiamo definire un funzionale 7" su W come

= ap A

Questo funzionale ¢ “sublineare” (T(X +Y) <T(X)+T(Y)) ed inoltre

f(X) <T(X)

9Cioe il pitt piccolo sottospazio dello spazio vettoriale delle funzioni f : @ — R che
contenga le x 4: si tratta dello spazio delle funzioni che sono combinazioni lineari di funzioni
del tipo x 4.
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Infatti, se X =) . a;xa,, definiamo i costituenti degli {A;} come
Cp,=AnN---NA;

dove A¥ puo essere sia A; che CA; (quindi ci sono 2" costituenti possibili):
ovviamente C; N C; = () se i # j, quindi

f(X)=7 (Z az‘XAi> =f (Z CkXCk> => a.P(Cy)

k=1 k=1

Ma >, ¢xP(C)) ¢ combinazione convessa degli ¢; e quindi sta fra il loro
estremo inferiore e il loro estremo superiore, col che f(X) < T(X).
Possiamo allora applicare il teorema di Hahn—Banach (cfr. [3, §111.2], [1,
§6.5]) per estendere f un funzionale su tutto W e quindi P ad una misura su
tutto P(£2).
QED

Nel caso di probabilita qualsiasi non abbiamo un risultato cosi completo:
tuttavia esiste il seguente fondamentale risultato di estensione, per la cui
dimostrazione si rimanda a [1] o [10, §12.2].

Teorema di Carathéodory 1.15 Se m ¢é una misura su un’algebra A di
sottoinsiemi di Q allora esiste una misura m sulla o-algebra A generata da
A che estenda m (cioé tale che per ogni A € A si abbia m(A) = m(A)). Se
m e o-finita allora m e unica.

L’idea e che la misura m si ottiene restringendo a A la misura esterna
[e.e]
m*A = inf E m(A,)
n=0

al variare di {A,} in tutte le successioni di A tali che A C |, 4,.

Per esempio prendendo gli intervalli aperti della retta reale R abbiamo
un’algebra sulla quale esiste una misura naturale, la lunghezza dell’intervallo,
dunque, per il teorema di Carathéodory, possiamo dedurre I'esistenza della
misura di Lebesgue sui boreliani della retta reale. Il completamento di questa
misura fornisce la classica misura di Lebesgue sulla retta, nel senso della

Definizione 1.16 Uno spazio di misura (€2, A, m) é completo se A contiene
tutti gli insiemi che sono sottoinsiemi di insiemi di misura nulla, cioe se

Aec A, m(A)=0eB C A allora B € A.
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Come ¢ noto, la misura di Lebesgue ¢ completa, mentre la sua restrizione
alla o-algebra dei boreliani non lo ¢, dato che esiste un sottoinsieme dell’in-
sieme di Cantor (che ¢ boreliano in quanto chiuso, e ha misura nulla) che non
e boreliano. In generale si puo aggirare il problema dell'incompletezza di una
misura per mezzo del seguente teorema, per una cui dimostrazione rinviamo
pure a [1] o [L0].

Teorema 1.17 Se (2, A, m) & uno spazio di misura allora esiste uno spazio
di misura completo (2, A’,m') tale che A C A" e m’ estende m, cioe A €

A = m/(A) = m(A).

Questo conclude i nostri richiami di teoria della misura: nel paragrafo 3 da-
remo degli ulteriori richiami sul concetto di funzione misurabile e integrabile
in uno spazio di misura, e sul concetto di integrale di una funzione misurabile
esteso ad un insieme misurabile di uno spazio di misura (per le dimostrazioni
dei risultati qui riportati senza dimostrazione e per maggiori dettagli cfr. [3],

[10], [1])-

2 Probabilita sui boreliani

Definizione 2.1 Se Q0 # (), una semialgebra di sottoinsiemi di € ¢ una
famiglia S C P(Q) tale che

(1) ,2€S.
(2) ABeS = ANBEeS.
(3) VA€ S 3Cy,...,C, €S disgiunti e tali che CA=CyU---UC,.

Per esempio gli intervalli (anche non limitati) della retta reale formano
una semialgebra di insiemi.

Definizione 2.2 Se § ¢ una semialgebra di insiemi di ), allora l’algebra
generata da S ¢é la famiglia A(S) i cui elementi sono tutte le possibili unioni
finite e disgiunte di elementi di S.

Se § € una semialgebra di sottoinsiemi di Q e P : § — [0, 1] € una funzione
additiva tale che P(£2) = 1, possiamo estendere P all’algebra A(S) generata

da S come . .
i=1 i=1

(dove Sy N---NS, =0): si tratta ovviamente di una estensione ben definita,
ed ancora additiva. In realta vale il seguente risultato (per la dimostrazione
si veda [8, §5.2, teorema 3)).
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Teorema 2.3 Se m ¢é una misura o-additiva su una semialgebra S di sottin-
siemi di S, allora l'estensione di m all’algebra A(S) ¢ ancora o-additiva.

Esempio 2.4 Se Q = [a,b] allora la famiglia dei suoi intervalli limitati e
connessi ¢ una semialgebra: se definiamo
I(4)
P(A) =
(A4) = —

dove I(A) é la lunghezza dell'intervallo A € S, allora il teorema precedente
ci fornisce la misura di Lebesgue sui boreliani di [a,b]. Se Q@ = R allora la
famiglia

S={(z,y]| —oo <z <y <oo}U{(r,00)] —o00 <}

e una semialgebra. In entrambi i casi la o-algebra da essi generata e quella
dei boreliani.

Pit in generale, se € ¢ un boreliano di R™ di misura di Lebesgue m(2) <

00, e se :
f(z) = mXﬂ(x)

per ogni boreliano A C {2 possiamo definire una probabilita

_ _ 1 _ m(4)
P(A)_Af(x)dx—m[‘dx—m

sui boreliani di 2. La funzione f si dice densita di probabilita associata alla
probabilita P.

Definizione 2.5 Se 2 # 0, una famiglia K C P()) si dice classe compatta
se per ogni successione { A,} C K che ha la proprieta dell’intersezione finita®

si ha (,eny An # 0.

Questa definizione risulta motivata dal seguente lemma (che non dimo-
streremo (cfr. [10, §12.3])

Lemma 2.6 Se S ¢ una semialgebra e P : S — [0, 1] una probabilita finita-
mente additiva tale che, per ogni A € S:

P(A) =sup{P(K) | K € K classe compatta, K C A}

allora P ¢ o-additiva su S.

10Cioe tale che ogni sua sottofamiglia finita abbia intersezione non vuota.
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utilizzando il quale possiamo caratterizzare le probabilita sui boreliani:
Definizione 2.7 Una funzione di ripartizione é una funzione F : R — [0, 1]

tale che

(1) lim F(x)=0.

T—r—00

(2) lim F(x)=1.

T—+00
(3) F' ¢ non decrescente e continua superiormente.
Esempio 2.8
(1) L’esempio piti elementare é la funzione di Heaviside (normalizzata)

H() 0 sex<0
€T) =
1 sex>0

(2) Un altro esempio ¢ la funzione

7 + 2 arctan(x)
2T

F(r) =
che é una funzione di ripartizione continua.

Teorema 2.9 FEsiste una corrispondenza biunivoca fra probabilita sui bore-
liani della retta reale e funzioni di ripartizione, espressa dalla relazione

F(a) = P((~o0,2])

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che P sia una probabilita sui boreliani di R,
e definiamo F' come nell’enunciato: dobbiamo dimostrare che soddisfa le (1)-
(3) della definizione precedente. Intanto ¢ ovviamente una funzione monotona
non decrescente (dato che x <y = (—o00,x] C (—00,y]), inoltre

lim F(z)= lim P((—o0,z]) =P (ﬂ(—oo,n]) =P0)=0

T——00 T——00 z

lim F(z)= lim P((— =P — = PR)=1

im F(x) = lim P((~0c0,1]) (g( oo,n]) (R)
Ora notiamo che

P((a,5]) = P((~00,8] \ (—oc, a))
— P((~00,8]) — P((~0c,a]) = F(b) - F(a)
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pertanto, avendosi (a,b] = (), .n(a,b+ 1/(1 + n)], troviamo che

neN

F(b) — F(a) = P((a,b]) = P <ﬂ<a,b+ - i n])

neN

1 1
= lim P = lim F —F
i P (0 ) = g (v ) -

da cui
F(b) = lim F(z) = F(b")
xz—bt
cioe la continuita superiore della F'.

Mostriamo ora come data una funzione di ripartizione F' sia possibile
definire una misura che verifichi I’equazione dell’enunciato del teorema. Con-
sideriamo la semialgebra S degli intervalli (qualsiasi, inclusi anche () e R) della
retta reale e definiamo su di essa la seguente probabilita

P((—o0,b]) = F(b)
P((a,b]) = F(b) = F(a)
P(la,b)) = F(b) = F(a”)
P(la,b]) = F(b) = F(a™)
P({a}) = F(z) - F(z7)

\

Si tratta ovviamente di una probabilita finitamente additiva su S: voglia-
mo mostrare che soddisfa alle condizioni del lemma, in modo da poter dire
che si estende ad una probabilita sulla o-algebra generata da S (che poi e
esattamente la o-algebra dei boreliani della retta reale).

Si consideri la famiglia

K:::{[aab]|a flb}

(formata cioe dagli intervalli chiusi e limitati e dai singoli punti [a, a] = {a}.)
Si tratta di una classe compatta: se {A, = [an,b,]} C K gode della pro-
prieta dell’intersezione finita, supponiamo per assurdo che [ A, = 0; allo-
ra, prendendo il complemento di questa equazione ed usando le leggi di de
Morgan,

R = | J Clan. b] = | ((—00, an) U (by, 00))

neN neN

= (—o0,sup a,) U (inf b,, c0)
neN neN
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da cui deduciamo che inf, ey b, < sup,cya, (perché R & connesso), e quindi
che esistono h, k € N tali che b, < ay, da cui

Ap N Ay = [ap, by] N [ag, by] =0

il che contraddice la proprieta dell'intersezione finita per gli {A,}.
Ora che sappiamo che K & una classe compatta, non resta che verificare
che, per ogni A € S,

P(A)=sup{P(K)|K C A,K € K}

per applicare il lemma e dedurre la o-additivita dell’estensione di P ai bore-
liani. Questo puo farsi considerando ciascun tipo di insieme in S: per esempio
se A = (a,b) allora abbiamo

P((a,b]) = F(b) = F(a) = sup (F(bn) — F(an)) = sup P([an, bn])

neN neN

dove {a,} € una successione decrescente e convergente ad a e {b,} € una
successione crescente e convergente a b tali che a < a,, < b, <b.
In modo analogo si verificano gli altri casi.
QED
Dato che P(x) = F(z) — F(x™) & chiaro che i punti di continuita avranno
misura nulla, quindi

Corollario 2.10 F' é continua in x se e solo se P({x}) = 0.

In particolare, dato che una funzione monotona possiede al piti una quan-
tita numerabile di punti di discontinuita,

Corollario 2.11 Una probabilita boreliana P su R é tale che P({x}) > 0 al
pit per una quantita numerabile di x € R.

Questi risultati ci spingono a dare la seguente generalizzazione di questi
concetti:

Definizione 2.12 Una misura di Lebesgue-Stieltjes é una qualsiasi misura
sui boreliani della retta reale, e una funzione di distribuzione ¢é una funzione
non decrescente e continua superiormente sulla retta reale.
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Ovviamente sussistera una generalizzazione del teorema precedente al ca-
so di questa nuova definizione, ma con una precisazione che ora andiamo a
svolgere: in effetti, se F' € una funzione di distribuzione, sara naturale definire
la misura di Lebesgue-Stieltjes corrispondente come

m((a,b)) = F(b) — F(a™)

Notiamo tuttavia che G(z) = F(x) + ¢ (dove ¢ ¢ una costante) induce la
medesima misura: questo non ¢ un problema, dato che la relazione G(z) =
F(z)4cfra F e G ¢ di equivalenza sull'insieme delle funzioni di distribuzione,
col che, sostanzialmnente ripetendo la dimostrazione del teorema precedente,
abbiamo il

Teorema 2.13 FEsiste una corrispondenza biunivoca fra le classi di equiva-
lenza di funziony di distribuzione e le misure di Lebesque—Stieltjes sulla retta
reale.

Si noti che nel caso di funzioni di ripartizione, la relazione di equivalenza
si riduce all'uguaglianza.

Esempio 2.14 La funzione di distribuzione F(x) = x induce la misura di

Lebesgue in R sui boreliani.

Esempio 2.15 La funzione di Heaviside induce la misura di Dirac dy con-
centrata nell’origine: infatti

{O sexSO_{O se 0 ¢ (—o0,0)

do((— = -
o((—00,2]) 1 sex>0 1 se0é€(—o00,0)

pertando, dato un qualsiasi aperto A

5o(A) = 0 se0¢A
0 )1 se0e A

Evidentemente, se f é una funzione boreliana non negativa e A ¢ un boreliano

allora
_J0 se0¢ A
/Aféo_{f(O) sele A

La misura di Dirac concentrata nell’origine ¢ mutuamente singolare con
la misura di Lebesgue nel senso della seguente
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Definizione 2.16 Se m e m' sono misure su una o-algebra A di sottoinsiemi
di un insieme non vuoto §2, si dice che m e m’ sono mutuamente singolari (e
si scrive mLm') se esistono due insiemi disgiunti A, B € A tali che Q) = AUB
ma m(A) =0 em/(B) = 0.

All’opposto abbiamo la nozione di assoluta continuita:

Definizione 2.17 Sem em' sono misure su una o-algebra A di sottoinsiemi
di un insieme non vuoto §2, si dice che m’ ¢ assolutamente continua rispetto
am (e si scrive m' < m) se per ogni A € A se m(A) = 0 allora anche

m/(A) = 0.

Esempio 2.18 Se m é una misura su A C P(Q2) e f : Q@ — R & una funzione
non negativa e misurabile, la misura definita come

m/(A) = /A fdm

e assolutamente continua rispetto a m, come segue ovviamente dal fatto che
l'integrale esteso ad un insieme di misura nulla é nullo.

Se (€2, A, m) & uno spazio di misura o-finito (cio¢ & unione al piti numera-
bile di insiemi di misura finita: per esempio uno spazio di probabilita) allora
I’esempio precedente esaurisce la classe delle misure assolutamente continue:
vale infatti il seguente e fondamentale

Teorema di Radon—Nikodym. Se (22, A, m) é uno spazio di misura o-
finito e se m’' & una misura assolutamente continua rispetto a m allora esiste
una funzione misurabile non negativa f : 2 — R tale che, per ogni A € A:

m/(A) = /A fdm

unica a meno di equivalenza quasi ovunque'' (cioé se esiste una g che soddisfa
la stessa equazione allora f =g q.0.).

Per una dimostrazione rimandiamo a [3], [10] e, per la classica dimostra-
zione di von Neumann che usa gli spazi di Hilbert, a [1].

La funzione f del teorema di Radon—Nikodym si dice derivata di Radon—
Nikodym di m’ rispetto a m e si denota di solito

dm/
= am
m
Il seguente teorema € un altro pilastro della teoria della misura, per il quale

si rimanda sempre alle fonti gia citate:

'Rammentiamo che in teoria della misura la locuzione “quasi ovunque” applicata a una
proprieta significa che quella proprieta pud non essere verificata al piu su un insieme di
misura nulla.
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Teorema di Lebesgue. Se (2, A,m) é uno spazio di misura o-finito e se
m’ & una misura o-finita su A allora esistono due uniche misure mqy e my tali
che moLlm, my < m e

m' =mgy +my

Applichiamo questo teorema alla situazione seguente: P sia una probabi-
lita sui boreliani, e definiamo la sua parte discreta come

Pa(A) =) P({x})

TEA

(questa definizione ha senso perché c¢’e al pit un insieme numerabile di punti
che abbiamo misura positiva rispetto a P.)
Ora, per il teorema di Lebesgue, possiamo decomporre P — P; come

P—-—P,=F+P
con Py LP e P, < P, da cui abbiamo una decomposizione
P=PF+P +PF
cui, a livello di funzioni di ripartizione, corrisponde la
F = agFy+ a1 Fy + agly
(le costanti ayg, a1, agq servono a normalizzare la F' in modo che F' < 1) dove:

e [ e continua ed ha derivata nulla q.o.

e Fi(z) = / f'(t)dt dove f & la funzione di ripartizione associata a P
(teorema di Radon-Nikodym).
o aply+ o Fy ¢ continua (dato che (Py + Py)({z}) = 0).

e [; ¢ una funzione che possiede al pit un’infinita numerabile di discon-
tinuita (salti) la somma delle cui ampiezze sia 1.

Teorema 2.19 Se P ¢ una probabilita boreliana sui reali e f é la sua funzione
di ripartizione allora, se A denota la misura di Lebesgue,

P< )\ < feAC(R)

(dove AC(R) ¢ lo spazio delle funzioni reali assolutamente continue) e

ar
ﬁ—f

q.0. nel senso della misura P.
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Passiamo ora al caso di probabilita boreliane su R™: 'unico concetto che
non si generalizza banalmente, nel considerare le funzioni di ripartizione, e la
monotonia. Consideriamo l'intervallo

I'=(a1,b1] X -+ X (an, by
in R™ e 'insieme dei suoi vertici
V(I)={x € R"|Vi x; = a; oppure x; = b;}

(dove x = (1, ...,x,)): se x € V(I) poniamo

S(x) 1 se x; = a; per un numero pari di indici
) =
—1  se x; = a; per un numero dispari di indici

Possiamo allora associare, ad ogni funzione F' : R” — R e ad ogni intervallo
I della forma precedente, I'incremento

AF =Y F(x)S(x)

zeV(I)

Evidentemente, se n = 1, abbiamo V' (/) = {a;, b;} e quindi I'incremento A, F
¢ esattamente F'(by) — F'(ay).

Definizione 2.20 Una funzione di ripartizione F' : R" — [0,1] é una fun-
zione tale che

(1) lim F(x) =0 per qualche indice i;

T;—>00

(2) lim F(x) =1 per ogni indice i;

T;—00

(3) F e semicontinua superiormente in ciascun punto x: per ogni € > 0
esiste 6. > 0 in modo che per ogni y € R™ tale che r; < y; < x; + 05
(per ogni indice i) si abbia

[F(x) = Fy)| <e
(4) Per ogni intervallo I si abbia che AjF > 0.
Si noti che 'ultima condizione ¢ ’analogo della monotonia nel caso n =

1: in effetti implica (ma non & equivalente) alla monotonia in ogni singola
variabile. Sempre in modo analogo al caso n = 1 si dimostra allora il seguente
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Teorema 2.21 Fsiste una corrispondenza biunivoca fra le probabilita sui bo-
reliani di R™ e le funzioni di ripartizione, data dalla

F(x1, .0 tn) = P ((—00,21] X - -+ X (—00, x,])

L’unico passo della dimostrazione che si discosta dal caso n = 1 ¢ quello
relativo all’'ultima proprieta di F', cioe la non negativita del suo incremento
rispetto ad un qualsiasi intervallo: limitiamoci al caso n = 2. Necessitiamo
del seguente lemma

Principio di inclusione—esclusione 2.22 Se P ¢ una probabilita é Ay, ..., A,
sono nella o-algebra dove P ¢ definita, allora

P(AyU---UA,) = P(A) =Y P(AiNA)+
i i<j
+ Y PANANA)+-+ (=1)""P(AN---NAy)
1<j<k

(dove gli indici variano tutti fra 1 e n.)

DIMOSTRAZIONE: Per induzione su n: se n = 1 'enunciato ¢ banale (P(A;) =
P(A;)). Il caso n = 2 ¢ immediato, dato che

P(A UAy) = P (A U (A \ A))) = P(A)) + P(As\ A))
= P(A)) + P(As) — P(A; N Ay)

Supponiamo ora ’enunciato vero nel caso n e dimostriamolo nel caso n + 1.

Abbiamo cioe n + 1 insiemi Ay, ..., A, 1: poniamo A = A; U---U A,; allora,
per il caso n = 2 abbiamo che

P(AjU---UA, 1) =P(AUA, 1) =P(A)+ P(A,;1) —P(AN A1)
Ma, per ipotesi induttiva, (e dato che (A;UA,11)N(A;UA,+1) = A,NANA, )

PANA) =P (A NA 1) U---U(A, N Anyy))
= P(AiNAn) = Y P(ANA; N A, )+
i i<j
+ ) P(ANA;NAN Any)
1<j<k



22 NOTE DI PROBABILITA: PROCESSI DI WIENER ED APPLICAZIONI

(gli indici variano da 1 a n). Usando questa equazione e di nuovo l'ipotesi
induttiva troviamo infine che

P(AU---UA,1)=P(AUA,1)=P(A)+P(A1) — P(AN A1)

l..n l..n 1..n
=Y P(A4) =Y PANA)+ Y PANANA)+
i i<j i<j<k
ok ()" PAINNA) 4 P(A) — P(ANAy)
1..n+1 1..n+1 1..n+1
= > P(A)— Y PANA)+ Y P(ANANA)+
i 1<j 1<j<k

oo (CD)MPP(AN N A

QED

Ora consideriamo una probabilita boreliana P su R? e la sua funzione di
ripartizione
F(x1,29) = P ((—00, 1] X (—00, 23])

Denotiamo con A, , = (—00,z| x (—o0,y| ed osserviamo che

AIF =P (Abl,bQ) - P (Aal,b2> - P (Aaz,ln) + P <A01702>
=P (Ab1,b2) - (P (Aa1,b2) + P (Aa27b1) - P (Aahaz))
=P (Abl,bQ) - P (Aal,bQ U Aa2,b1>

per il principio di inclusione-esclusione e dato che Ay, o, = Agy o N Aay by
Inoltre Aq, 5, N Agypy C Apip2, pertanto troviamo che

ArF >0
Viceversa, se F' ¢ una funzione di ripartizione basta porre
P(I)=A/F

ed estendere per additivita alla semialgebra S dei rettangoli di R™, utilizzando
il solito criterio di estensione di una probabilita da una semialgebra ad una
o-algebra per ottenere la probabilita boreliana desiderata.

Nel caso di misure qualsiasi abbiamo la seguente
Definizione 2.23

(1) Una funzione di distribuzione F': R™ — R ¢ una funzione

(a) continua superiormente;
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(b) tale che AjF > 0.

(2) Una misura di Lebesgue—Stieltjes su R" ¢ una qualsiasi misura sui
boreliani che abbia valori finiti sugli insiemi compatti.

Come ci si puo attendere, queste due nozioni sono equivalenti in virtu del
teorema seguente, analogo al precedente.

Teorema 2.24 FEsiste una corrispondenza biunivoca fra (classi di equivalenza
di) funzioni di distribuzione e misure di Lebesgue—Stieltjes sui boreliani di R™.

Esempio 2.25 Se F(z1,...,x,) = H x; troviamo la misura di Lebesgue sui

i=1
boreliani di R".

3  Variabili aleatorie

Definizione 3.1 Se (92, A, P) ¢ uno spazio di probabilita e (Y, B) é uno spazio
masurabile allora

(1) X : Q — Y misurabile si dice ente aleatorio.
(2) X : Q — R misurabile si dice variabile aleatoria (VA).
(3) X : Q — R™ misurabile si dice vettore aleatorio.

Ovviamente

X1, ..., X, euna VA <— (Xi,...,,X,,) € un vettore aleatorio

Definizione 3.2 Se X : Q0 — Y ¢ un ente aleatorio, la misura

su B é una probabilita che si dice misura immagine di X o legge di X o
ancora distribuzione di X. Si denota anche come

m = X.(P) oppure m(B) = P(X € B)
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Se Y = R™ allora m e una probabilita sui boreliani, corrispondente alla
funzione di ripartizione

F(zy,...,xy) = m((—o0,z1] X -+ X (=00, x,])
=Po X '((—oo,m1] X -+ x (=00, 2,]))
=P(X;<zy,..X, <uz,)
dove X = (Xj,...,X,,). Viceversa, se X : Q — Y & una funzione a valori in
uno spazio di probabilita (Y, B, m) vogliamo stabilire quando esiste una pro-

babilita su €2 in modo che la legge di X sia m: la o-algebra che consideriamo
su ) e 'immagine inversa di B:

A={X""(B)}pes

Teorema 3.3 Su () esiste una probabilita P la cui legge di X sia m se e solo
se per ogni B € B se m(B) > 0 allora X~Y(B) # 0.

DIMOSTRAZIONE: Se tale P esiste allora si ha
m(B) = P(X € B)
sicché m(B) > 0 implica P(X~(B)) > 0 ciot X 1(B) # 0.
Se invece per ogni B € B si ha che m(B) > 0 implica X ! (B) # (), dato

che un generico elemento di una o-algebra su 2 ¢ della forma X ~!(B), bastera
definire
P(X™(B)) = m(B)
per avere la corrispondente probabilita su €.
QED

Dato che le VA sono funzioni misurabili, godono delle stesse proprieta di
queste ultime: per esempio sono VA gli indicatori degli insiemi misurabili, e
le funzioni semplici, cioe le loro combinazioni lineari

n
S = E A; X A;
i=1

Una funzione semplice ¢ dunque una VA che assume un numero finito di valori
{ai,...,a,}: ogni tale funzione ammette una rappresentazione standard

n
S = E I‘ZXEz
i=1

dove E; = s7'({a;} in modo che E;NE; =0 se i # j.

Rinfreschiamo qualche nozione di teoria dell’integrazione secondo Lebe-
sgue, che si applica alle funzioni misurabili, dunque in particolare alle VA: sup-
porremo che (€2, A, P) sia uno spazio di probabilita. Cominciamo dal seguente
risultato di teoria della misura (cfr. [3], [10] o [1]):



PAOLO CARESSA 25

Teorema 3.4 Se f: Q — R ¢ misurabile allora esiste una successione { f;}
di funzioni semplici su €2 in modo che, per ogni w € §2:

lim f,(w) = f()

n—o0
Inoltre, se sup, | f| < oo allora la convergenza é uniforme, e se f > 0 possia-
mo scegliere la successione { f,} in modo che 0 < fi < fo < - < f, <o <

f.

L’integrale di una funzione semplice non negativa si definisce ovviamente

come n
/}dp:}jwa
i=1

Se f > 0 e una qualsiasi VA allora poniamo
/fdP: sup /@dP
0<p<f
¢ semplice

In generale, per funzioni che possono assumere valori negativi, poniamo f =
fi — f- dove f, ¢ uguale a f dove f ¢ non negativa e nulla altrove, e f_ ¢
uguale a f dove f e negativa e nulla altrove. Allora si definisce

/ﬁﬁz/ﬁ&—/fﬁ

Evidentemente questa definizione ha senso solo se almeno uno dei due integrali
¢ finito: in generale, se [|f|dP = [ fidP + [ f-dP < oo la funzione f si
dice integrabile.

Possiamo definire, ovviamente, I'integrale di una VA esteso ad un evento

che non sia tutto :
/ Jdp = / fxadP
A Q

Se f > 0 e misurabile, la funzione « : A — R definita come

Mm:AfM

€ una misura: dato che, per la formula di cambiamento di variabile nell’inte-

grale di Lebesgue,
/ gda = / gfdP

si dice che f ¢ la densita di o rispetto a P.
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Definizione 3.5 Una successione {X,} di VA converge in probabilita alla
VA X se

Ve>0dn.e NVn>n. P{X,—X|>e} =0

{X,} € una successione di Cauchy in probabilita se
Ve >0dn. e NVn,m >n. P{X,—X,|>¢}—=0

Il seguente teorema esprime il cambiamento di variabile in teoria delle
probabilita:

Teorema 3.6 Se (2, A, P) & uno spazio di probabilita, (Y, F) uno spazio
misurabile, X : Q — Y un ente aleatorio e g 1 Y — R misurabile allora

[ox@nare) = [ g@ e x )
DIMOSTRAZIONE: Se g = x4 con A boreliano in R allora

0 seX(w)¢A

g(Xw)) = {1 se X(w) e A

sicché g o X = xx-1(4), pertanto
/ 9(X (@) dP(w) = / Va1 dP(w) = P(X71(4))
_ / valz) d(P o XY)(x) = / g(x)d(P o X )(z)

Ora, se g ¢ una qualsiasi funzione misurabile ci riconduciamo a questo caso
)
per linearita e monotonia dell'integrale. Precisamente, se

g = Z ;X A;

allora

[oxX@)dr@) =X a [ xax(w) apw

i
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Se g > 0 ¢ una qualsiasi funzione misurabile, fissata una successione {p,} di
funzioni semplici ad essa convergente, come nel teorema precedente, abbiamo
che, per il caso appena discusso,

[ o) are) =tim [ o) apw)
~ lim / on(2) d(P o X~Y)(z) = / g(2) d(P o X~Y)(z)

Se g e qualsiasi, usando la decomposizione g = g, — g_ e il caso precedente
si dimostra il teorema in generale.
QED

La seguente definizione e di importanza cruciale:

Definizione 3.7 Se (X2, A, P) é uno spazio di probabilita e X é una VA allora
[’attesa o speranza matematica di X é

E[X] = /X(w) dP(w)
Ovviamente 'attesa di una funzione semplice ¢

E[S] = aP(E)

1

Inoltre, se g : R — R & misurabile e X : @ — R & una VA allora go X ¢
ancora una VA la cui attesa ¢

ElyoX) = [ 9(X()dP) = [ g)d(PoX ()

R
Esempio 3.8 Se g ¢ l'identita g(x) = z allora

E [X] :/R:cd(PoXl)(:c)

Sem = PoX ! eselF ¢lasua funzione di ripartizione, supponendo che m
sia della forma

m(A) = /A f(z) dx

con f >0, allora

/:cd(PoX_l):/xdm:/xf(az)dx
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Consideriamo ora uno spazio di misura (€2, .4, m) con m concentrata nel
punto w €

m{w}) =c>0 e m(Q\ {w}) =0

Ne viene che
/ f Kl\{w} f {w} f
_ / Yt f dm = f@)m({w}) = cf @)

Se m ¢ concentrata in un insieme numerabile e se f > 0 allora

n—00 4

/fdm = ,}i_,n;o/fX{“l 77777 wa} dm = lim Zf(wl)m({wz})
i=1

Infine, se f non e positiva, dove ha senso vale la seguente identita

[ rdm =" fuwmitsd) - 3 - @mlfe)

nel qual caso abbiamo che
[ pm =3 spmite)
i=1

se e solo se la serie a secondo membro converge assolutamente (questo e
necessario perché 'ordine delle w; € ininfluente, e la somma di una serie con-
vergente non dipende dall’ordine dei suoi termini solo se la serie converge
assolutamente, per il teorema di Riemann-Dini).

Nel caso di una VA X che assuma un numero numerabile di valori {w;}
su uno spazio di probabilita (Q2,.4, P) abbiamo dunque che

E[X] :/X(w) dP(w):/wd(POXl)(W)
= wiPoXT)({wl) =Y wiP(X = w)
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Se X non ¢ positiva,

E [X] esiste finita <= Z%‘P (X = w;) converge assolutamente
i=1

ed in tal caso

= inP(X = wi)
i=1

Per finire questi richiami di teoria dell’integrazione applicati al nostro caso
probabilistico, rammentiamo, nella forma a noi consona, alcuni risultati ben

noti (A € Ae X, Y sono VA)

1) /XdPZ/YdP <— X >Y q.o.
A

/XdP /YdP = X =Y qo.

(3) Se E[X] < o0 e E[Y] < oo allora E[aX + bY]| = aE[X] + DE[Y] per
ogni a,b € R.

(4) Disuguaglianza di Cebief: se f > 0 & monotona non decrescente allora

Ve >0 P(|X\>x)§w

(5) Disuguaglianza di Jensen: se g € continua e convessa su (a,b) e se a <
X < b q.o. allora
9(E[X]) <E[g(X)]
(6) Disuguaglianza di Hélder: se 1/p+1/q=1e p > 1 allora
E[|XY[] <E[X[)/7E[|X]7]"
(7) Disuguaglianza di Cauchy:
E[XY]? <E[X?E[V?]
(8) Disuguaglianza di Minkowski: se p > 1:

E(IX +YP]'7 <E[XP)7 +E[YP]
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4 |Indipendenza, attese condizionate e martin-
gale

Definizione 4.1 Due eventi A, B € A in uno spazio di probabilita (€2, A,P)
sono indipendenti se

P(AN B) = P(A)P(B)

Evidentemente € e () sono indipendenti da qualsiasi altro evento; pill in
generale, un evento di probabilita zero e indipendente da qualsiasi altro.

Definizione 4.2 Se P(B) > 0 diciamo che la quantita

P(AN B)

PUAIB) = =5

¢ la probabilita di A condizionata a B, ovvero la probabilita di A dato B.

Se A e B sono indipendenti, si ha ovviamente che P(A|B) = P(A) cioe
che la probabilita di A dato B non dipende in effetti da quella di B (che pero
deve essere positiva affinché la definizione abbia senso). Se invece A e B sono
incompatibili, cioe se P(AN B) = 0, allora P(A|B) = 0: in altri termini se
due eventi si escludono a vicenda, dal verificarsi dell'uno sappiamo che 'altro
non puo essersi verificato.

Attenzione: il lettore che conosce un po’ di logica, interpretando 1’alge-
bra degli eventi come 'algebra di Boole del calcolo proposizionale, potrebbe
presumere che P(A|B) sia la probabilita che B = A; questo ¢ falso. Infatti
B = A ¢ logicamente equivalente a =B V A cioe, insiemisticamente, (B U A,
mentre evidentemente

P(CBU A) # P(A|B)

(basti pensare al caso B = [A, in cui P(CBU A) = P(A), mentre P(A|CA) =
0).
Inoltre, se C' = CB allora

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|C)P(C)

Da questo possiamo derivare 'interessante

Teorema di Bayes 4.3 Se C' = (0B allora

P(A[B)P(B)
(A|B)P(B) + P(A|C)P(C)

P(BA) =
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DIMOSTRAZIONE: Poiché P(B|A)P(A) = P(ANB) = P(A|B)P(B) ne viene
P(BJA)P(A) = P(A|B)P(B) e, usando la precedente formula per P(A),
troviamo la formula di Bayes. QED

L’interesse del teorema di Bayes sta nel fatto che consente di esprimere
P(BJA) in termini di P(A|B): di solito si dice che P(B|A) ¢ la probabilita a
posterior: interpretando B come una ipotesi la cui probabilita e condizionata
dall’osservazione del dato A. Questa interpretazione e utilizzata per esempio
nella costruzione dei sistemi esperti, cioe di programmi per calcolatore che
cercano di dedurre la “causa” di una osservazione'?.

Ovviamente una famiglia {A;} di eventi ¢ indipendente se

(00T

Ricordiamo che il lemma di Borel-Cantelli 1.12 afferma che la probabilita
del limite superiore di una successione di eventi ¢ nulla se la serie delle loro
probabilita e convergente: vogliamo dimostrare che invece, se questa serie
diverge, la probabilita del limite superiore € uno, a patto che gli eventi siano
indipendenti:

Teorema 4.4 Se {A,} é una successione di eventi indipendenti, allora

. 0 - converge
Pl A, ) = P(A, ,
( T;Sogp ) { 1 } * ; (4n) { diverge }

DiMOSTRAZIONE: Per il lemma di Borel-Cantelli, sappiamo che se la serie
converge allora la probabilita ¢ zero (anche senza l'ipotesi di indipendenza).
Mostriamo quindi che, se la serie diverge, la probabilita del limite ¢ uno,
mostrando che la probabilita del complementare ¢ zero:

P (ClimsupAn) =P (G ﬁ EAk> = lim P (ﬁ CAk>
n—00 n—00 e

n=1k=n

= lim [P (€A = lim [[a- P =0
k=n k=n

2Per esempio da quale malattia B sia afflitto un paziente in base ai sintomi A; ¢ pill
facile determinare P(A|B) che P(B|A) in base all’osservazione: per conoscere P(A|B) basta
consultare una enciclopedia medica (che enumera le malattie e per ciascuna di esse fornisce
i sintomi), mentre per conoscere P(B|A) non si puo leggere I’enciclopedia medica scorrendo
tutte le malattie fino a trovare i sintomi che il paziente possiede!
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Abbiamo usato le leggi di de Morgan al primo passaggio, 'indipendenza degli
{A,} al terzo passaggio e l'ipotesi di divergenza della serie all’ultimo: infatti
dato che la serie diverge, la successione {P(A,)} non puo tendere a zero, e
quindi i prodotti (1 — P(A,,) sono definitivamente minori di uno.

QED

Vogliamo ora dimostrare la cosiddetta “legge del tutto-o-niente” di Kol-
mogorov: per farlo abbiamo bisogno di una

Definizione 4.5 Due insiemi L, J di eventi si dicono indipendenti se per
ogni A € T e per ogni B € J A e B sono indipendenti. Una famiglia {C';}icr
di instems di eventi si dice che i suot elementi sono indipendenti se per ogni
sottoinsieme finito {iy,...,i,} C I e per ogni A;, € I;,, ..., Ai, € T;, questi
eventi sono indipendenti.

Possiamo quindi parlare di o-algebre indipendenti: se {B,,} & una succes-
sione di o-algebre indipendenti e se scegliamo un evento da ciascuna di queste
o-algebre, a formare una successione {A,}, il teorema precedente ci dice che
il limite superiore di {A,,} puo solo avere probabilita zero oppure uno.

Consideriamo ora una famiglia {B,,} di o-algebre: possiamo da questa
produrre una successione monotona decrescente (rispetto allinclusione) di
o-algebre, prendendo le o-algebre generate dagli elementi della successione
{B,,} presi da un certo punto in poi:

B, = o(By)kzn

L’intersezione B delle 3], ancora una o-algebra che chiamiamo limite superiore
della successione di o-algebre {B,}. Per costruzione, questo limite rimane lo
stesso se si cambia un numero finito di elementi della successione {B,,}.

Teorema del tutto-o-niente di Kolmogorov 4.6 Se {B,} sono o-algebre
indipendenti, allora ogni evento che sta in B ha probabilita zero oppure uno.

DIMOSTRAZIONE: Se A € B allora per ogni £ € N si ha che A € By, e
quindi A ¢ indipendente dalla o-algebra generata da {8y, ..., Bx_1}. Dato che
k € qualsiasi, questo vuol dire che A ¢ indipendente dalla o-algebra generata
dall’intera successione {B,}, e, dato che A appartiene a questa c-algebra,
questo significa che A ¢ indipendente da A, ciot P(A) = P(AN A) = P(A)?
il che e possibile solo se P(A) & zero oppure uno. QED

La rilevanza del concetto di probabilita condizionata consiste nel fatto che
consente di formalizzare il seguente problema: supponiamo di osservato dei
fenomeni e di voler capire come queste osservazioni ci possano aiutare nel pre-
vederne la probabilita di altri. Dal punto di vista matematico le osservazioni
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corrispondono agli eventi di una o-algebra B, e quindi quello che vogliamo
definire ¢ P(A|B).

Consideriamo prima il caso di una o-algebra semplice B su un insieme 2:
questo vuol dire che €2 ¢ unione di una successione {F,} di insiemi disgiunti
(chiamati atomi) e che ogni elemento di B ¢ unione finita di qualche E,
(dobbiamo che supporre che () € B). Notiamo che in questo caso una funzione
misurabile e per forza semplice, dato che deve essere costante sugli atomi.

Se una o-algebra A qualsiasi ed una sua sotto-o-algebra semplice B, ed
una probabilita P su B tale che P(FE,) > 0 per ogni n. Se A € A allora
definiamo la probabilita condizionata rispetto alla o-algebra B come

PAIB) = 37 PAE(E) = 3 P )

n

In questo modo la probabilita condizionata ¢ una VA B-misurabile: possiamo
usarla per definire ’attesa condizionata come

BlelB) = [ ¢Pawls) = ¥ 5z [ car

Notiamo che, per £ = x(A) ritroviamo la probabilita condizionata:

;g(é’;)) P(ANE,) = P(AB)
Se n ¢ una VA B-misurabile e limitata, possiamo scrivere
n=>_ax(E,)
da cui

) EREEB) =Y a / cr=3 / 1€ dP = B [1e]

In particolare, se n = x(B) (con B € B) allora

/AE[§|B] dp:/BgdP

Usiamo questa ultima formula per definire ’attesa condizionata nel caso
generale (cioe dove B non € necessariamente semplice).
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Definizione 4.7 L’attesa (o speranza) matematica condizionata E [£|B] di
una VA & integrabile rispetto a una o-algebra B ¢ una VA B-misurabile e tale
che

VB e B LEmmszégﬁ’

Notiamo che E [¢|B] ¢ una VA laddove E [¢] ¢ una costante.

Teorema 4.8 Data una VA £ integrabile e una o-algebra B rispetto a cui &
sia misurabile, 'attesa condizionata E [§|B] esiste ed é unica q.o. (rispetto a

P).

DIMOSTRAZIONE: Date £ e B come nell’enunciato, la misura

u(B) = [ sar

e o-finita su B assolutamente continua rispetto a P, e quindi il teorema di
Radon—Nikodym esiste una funzione g : {2 — R non negativa e B-misurabile
tale che

u(B) = [ gw)aP)

Ponendo E [¢|B] = ¢ troviamo la VA richiesta, che ¢ unica q.o. sempre per il
teorema di Radon—Nikodym.
QED

Di nuovo ispirandoci al caso delle o-algebre semplici, diamo la seguente

Definizione 4.9 La probabilita condizionata di un evento A rispetto a una

o-algebra B ¢ la VA
P(A|B) = E[x(A)|B]

In virtu della definizione di attesa condizionata, possiamo caratterizzare
la probabilita condizionata per mezzo della relazione

g/PMWMP:PMmB)

In effetti 'esistenza della probabilita condizionata potrebbe dedursi dal teore-
ma di Radon-Nikodym, definendo P(A|B) come una VA B-misurabile e tale
che valga la relazione precedente.
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Proposizione 4.10 Sia £ una VA e B una o-algebra: allora
(1) Se & é B-misurabile allora E [£|B] =
(2) Se & e & sono VA integrabili allora

E &1+ &|B] = E[6[B] + E[&|5]

(3) Se & <n allora E[¢|B] < E[n|B]

(4) Se{&.} € una successione monotona non decrescente di VA non negative
allora

IMEmM:Em$QW]

n—oo

(5) Se a € una VA integrabile e B-misurabile, allora E [a|B] = .

DIMOSTRAZIONE: La (1) segue immediatamente dal fatto che, se E[£|B] ¢
una B-misurabile che soddisfa I’equazione della definizione 4.7 ed ovviamente
anche ¢ se ¢ B-misurabile soddisfa questa definizione, quindi per l'unicita
abbiamo q.o. che E [¢|B] =

La (2) segue in modo analogo dalla linearita dellintegrale: infatti la VA
E [&1]B] + E [&|B] soddisfa la definizione di attesa condizionata per la VA
&1+ & dato che

/B (E[&1|B) + E [&|B)) dP / €.|B] dP + / &|B) dP

/fldPJr/fgdP /§1+€2)

(per definizione di E [£;|B8] e E [&|B].)
La (3) segue dall’osservare che se n > 0 allora [, E [n|B] dP > 0 per ogni
B € B, pertanto E [n|B] > 0. Ora usiamo la (2) notando che, se ) ¢ qualsiasi,

n=_E&+(n—¢) dacui
EnBl=E[§+ (n—&)|B=E[|B]+E[n—¢[B] > E[|B]

dato che n — & > 0.
La (4) segue pure dall’'unicita di E [¢|B] e dal teorema di convergenza di
Beppo Levi: per ogni B € B

/ lim E[&,|B] dP = hm/ [£,|B] dP = hm fndP /fdP
B B

n—o0

Infine la (5): notiamo che 'abbiamo gia dimostrata nel caso in cui B sia
una o-algebra semplice (cfr. equazione (*) a pagina 33): allora basta usare
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la (4), esprimendo sia a che & come limiti di successioni non decrescenti non
negative (stiamo quindi supponendo o > 0 e £ > 0) per passare al limite la
relazione (*). La limitazione di non negativita su a e £ non lede la generalita:
lo si vede usando la (2) come nella dimostrazione della (3).
QED
Notiamo che la (2) e la (5) implicano una sorta di linearita: se £; e &, sono
VA integrabili e se aq, as sono VA integrabili e B-misurabili allora

Elo1&y + 26| B] = anE [ [B] + a2E [&|B]
Notiamo anche una interessante interpretazione geometrica della relazione
E[aE(¢|B)] = E[ag]

che segue immediatamente dalla (5). Supponiamo che E [£?] < oo: le VA siffat-
te si possono interpretare come elementi dello spazio di Hilbert L?(Q, A, P).
Quest’ultimo contiene il sottospazio di Hilbert H = L*(Q, A, P) delle VA
B-misurabili e tali che E [£?] < oo: notiamo che E [£|B] € H e che per ogni
a € H, in virtu della relazione precedente, abbiamo che

Ela(E[£]B] - ¢)] = E[aE[]B] — at] = 0

Questo vuol dire che il vettore E [¢|B] — £ & ortogonale al sottospazio H e
quindi che E [£|B] é la proiezione ortogonale di & sul sottospazio H.

La proposizione precedente ammette un corollario immediato per le pro-
babilita condizionate, ponendo y(A) al posto di &:

Corollario 4.11 Se A, B € A e B ¢ una sotto-o-algebra di A allora
(1) Se A € B allora P(A|B) = x(A).

(2) Se An B =10 allora P(AU B|B) = P(A|B) + P(B|B) q.o.
(3) Se A C B allora P(A|B) < P(B|B).

(4)

4) Se {A,} é una successione di eventi a due a due disgiunti allora

P (G Al B) - ip(Anus)

(5) Se A€ A e B e B allora P(AN B|B) = x(B)P(A|B).
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Usando la nozione di attesa condizionata possiamo dare la definizione di
martingala, un esempio elementare di processo stocastico, cioe di famiglia di
VA dipendenti da un parametro reale: in piu, una martingala ha la proprieta
di “non avere memoria”.

Consideriamo uno spazio di probabilita (£2,.4, P) e un insieme non vuoto
di numeri reali 7" C R, i cui elementi vanno interpretati come differenti istanti
di osservazione dei fenomeni che vogliamo descrivere: questi fenomeni sono
rappresentati da eventi di o-algebre. Supponiamo quindi che esista, per ogni
t € T, una o-algebra B, che contiene i possibili eventi all’istante ¢: dato che
immaginiamo un processo evolutivo nel tempo, supponiamo che la famiglia
{B;} sia monotona, cioe che

s<t = BSCBt

Definizione 4.12 Una famiglia {& }ier di VA si dice adattata ad una fami-
glia monotona di o-algebre {B;} se per ognit € T, la VA £(t) é B;-misurabile.

Una famiglia monotona di o-algebre si dice anche una famiglia filtrata.
Definizione 4.13 Una famiglia {&}er di VA adattata ad una famiglia mo-
notona di o-algebre {B.} si dice:

(1) martingala se s < t allora E[£(t)|Bs] = &(s).

§
(3) supermartingala se s <t allora E[£(t)|Bs] < £(s).

Il processo di Wiener avra la proprieta di essere una martingala: in ge-
nerale le martingale sono strumenti teorici e pratici di importanza capitale'?
sui quali non posso tuttavia soffermarmi ulteriormente.

5 Funzioni caratteristiche e variabili gaussiane

Se X & una VA reale allora e % & una VA complessa integrabile (dato

che €| =1 se ¥ € R!) sicché ¢ definita la funzione di variabile reale

A~

X(§) =E[e™]

13Nel vero senso del termine: in finanza permettono di calcolare i prezzi degli strumenti
derivati, sotto opportune ipotesi di modellizzazione dei mercati finanziari.
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che si dice funzione caratteristica (FC) della VA X: non & altro (a meno di
un fattore 1/4/27) che la trasformata di Fourier.
Se Fx ¢ la funzione di distribuzione di X

Fx(z)=P(X <)
allora

(9 = [ e (o) = [ o duxt
dove px ¢ la distribuzione di X: pux(B) = Po X ~!(B). Ritroviamo la classica
trasformata di Fourier se px ¢ della forma f(x)dx ove dx denota la misura di
Lebesgue.
Proposizione 5.1

(1) X1/+\X2(§) = )/(\1(5))/(\2(5) se X1 e Xy sono indipendents.

(2) a/)\((f) = X(a€) se a ¢ costante.

(3) X determina univocamente la distribuzione di px .

Questo segue dalle proprieta elementari della trasformata di Fourier'*.

Utilizziamo ora un calcolo standard di teoria di Fourier per calcolare la
FC della distribuzione normale in dimensione uno. Rammentiamo per prima
cosa che (cfr. per esempio [1, §8.8.5.1])

/ eV dt = N
R

Pertanto la funzione

1 r t2
@(I‘) = E/ e 2 dt

¢ una funzione di distribuzione: troviamone la FC:

—~ ) 1 . 22
O(E) = e 8T 4P (x) = —/ e 8T dy
© = [ e anw =
&
1 _&2_ (a+ig)? e 2 / 42
- e 2 > dr = e 2 dt
\/27T/ V2T Jr

R' ={z+i€ eC|zeR}

dove

Yefr, per esempio: [7], [3], [1].
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e la retta del piano complesso parallela all’asse reale R = {z+iy € C|y = 0},
sicché l'integrale su R ¢ lo stesso che su R’ (invarianza per traslazioni della
misura di Lebesgue), da cui

2
T2

B(¢) = emm: 5

Ora, se X e una VA con distribuzione ®(z) dx, dato che

allora £ %] - (d%)?(g)) - <_§e—%2> T 0
ed inoltre ) )
) 2 [x -2 =20 - L (%)

2 2
— <_e—% +§Qe%) =1
£€=0

Pertanto, per la VA Y = ¢X + p (con o > 0) troviamo
EY]—Ej—p ¢  Va(¥)=E[Y -] —E[0X)}] = o*

La distribuzione di Fy ¢ data da:

Fy(x):P(Y<x):p<X<l°—u) :(I)<:p—,u>

o o
1 T =w?
— e 202 dt
oV2T J_so

ela FC di Y ¢ data da:
P =E[e] = ¢ & [o7it]

= eil&X)?<0'§) = eii&Xiéi

Definizione 5.2 La distribuzione

1 * t—p)2
N(p,0%)(x) = / o dt

oV 2T

si dice distribuzione normale e, nel caso p = 0 e o = 1, distribuzione
standard.
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Notiamo che la FC di una VA X soddisfa alle seguenti condizioni:
(1) X @ definita positiva, cioe per ogni &1, ...,&, € Re z1,..., 2z, € C, si ha

Z%Z_j)?(& - &) =0

i7j

(2) X & uniformemente continua.

Queste proprieta caratterizzano le FC in virtu del

Teorema di Bochner 5.3 Se ® ¢ una funzione positiva, uniformemente
continua e tale che ®(0) = 1 allora esiste un’unica misura di probabilita
sulla retta reale rispetto alla o-algebra dei boreliani tale che

B(¢) = / ¢ dpu(x)

per il quale si rimanda a [7, §IV.2] o, in una veste piu astratta e generale, a
[1, Teorema 14.2.17].

Definizione 5.4 Una VA X : Q) — R" si dice variabile gaussiana se la FC
della sua distribuzione ha la forma

(A&E)
2

)?(f) —F [e*i@,m)] — oimg)—

ove m, & € R* e A = ((a;;)) € una matrice simmetrica semidefinita positiva e
(v,w) = viwy + - - - + vyw, denota il prodotto scalare standard in R™.

Cominciamo col caratterizzare le VA gaussiane.

Teorema 5.5 La funzione

B(g) = e-imo- 5

¢la FC di una VA X : Q — R" se e solo se A ¢ una matrice simmetrica
semidefinita positiva il cui nucleo é ortogonale al supporto della distribuzione

di X.
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DIMOSTRAZIONE: Sia X una VA gaussiana: a conti fatti abbiamo che

(a%m)w = —iE[X;] = —im,

2 ~
<a§j8a§kX(€))£:0 = E [X]Xk] = mjmk + ajk

ne viene che A e reale e simmetrica. Inoltre
(AL =E[(X —m,&)*] >0

Sia orar < n il rango di A: a meno di cambiare coordinate, possiamo supporre
(teorema di Sylvester sulla forma canonica di una matrice simmetrica) che
sia

(A €)= NG
j=1
dove (i, ..., () sono le coordinate in R"™ e quindi

(A, &) = E[(X —m,C()’]

dove C' ¢ la matrice invertibile del cambiamento di base che mette A nella
forma canonica: £ = C'(. Dunque, se £ € ker A, abbiamo che

E[(X —m,C()* =0 = (X —m,C¢)=0 q.o.

e quest’ultima e ’equazione dell’iperpiano che contiene il supporto della di-
stribuzione di X, che ha dimensione 7.
Viceversa, se A € una matrice simmetrica semidefinita positiva, la funzione

B(E) = o-ime- Y52

¢ assolutamente integrabile ed ¢ anche derivabile: possiamo quindi prenderne
la trasformata di Fourier

b / (€) e~ "6 d¢

(27T)n/2

e, per la formula di inversione, esprimerla come

fx) =

U(x) = W / fx) &) da
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Ora supponiamo che sia det A # 0 e che C' sia una matrice che diagonalizza A
(la cui esistenza e data dal teorema spettrale, essendo A simmetrica). Allora
(indichiamo con C* 'aggiunta, cioe la trasposta coniugata)

A1
A2
CrAC =
An

(con A\; > 0.) Poiché C' ¢ una matrice ortogonale (reale), abbiamo che C* =
C~! e quindi

1 (&) — LAEE)

f(x) = (27r)n/2/e< 054
1 - ,
s

dato che la forma di volume d{ ¢ invariante per trasformazioni ortogonali.
Ora: dato che

(ACE, CC) = (CTACE, ¢) = > MG
k
(@ —m,CC) = (C"(x—m), () = Y 4§}
k

ove ¥ = C'(x —m), abbiamo che

(2m)™/2 Jgn
_ ﬁ 1 : TG 3NGE ¢,
(2m)"/2 Jg
k=1
1 n/2 o brgi?
= H (27T)n/2 (277) e 2 kT
k=1
n x*2
_ H 1 e_2l>€\k _ ]_ e—%<C*A_1CZ‘*,Z‘*>

Con cio abbiamo dimostrato che

F(&) = ——— e 3O Ao ) _

Pl vV Vdet A
1

—lz. Akj(zjfmj)(zkfmk)
e 244k det A

vdet A vdet A



PAOLO CARESSA 43

ove Ay, sono i cofattori della matrice A (quelli che intervengono nello sviluppo
di Laplace del determinante). Pertanto f(z) > 0e [ f(z)dz = ¥(0) = 1, cioe
che f = U ¢ una densita di probabilita con FC pari a W.

Questo nel caso in cui det A # 0: ora, se A & semidefinita positiva,
possiamo comunque diagonalizzarla come

At
A2

C*AC = Ar

0
(con r =rango di A e \; > 0.) Perturbiamo questa matrice’® per un ¢ > 0:

A
A

e poniamo A, = C'D.C*: evidentemente
det(A.) =det(D.) = A+ A" " >0

ragion per cui possiamo applicare la dimostrazione precedente e dedurre che
la funzione
() = enitmO -
e la FC della distribuzione di una certa VA: ma W, — ¥ uniformemente per
e — 0 ove W sara pure la FC della distribuzione di una VA concentrata in un
iperpiano r-dimensionale, ortogonale al nucleo di A.
QED

Ovviamente, nel caso di una VA gaussiana X, abbiamo che m = E [X]: la

matrice i cui coefficienti sono

ai; = B [(Xi —my)(X; —m;)]

si dice matrice di correlazione o matrice di varianza.

151 ’idea & che 'insieme delle matrici invertibili & denso nell’insieme di tutte le matrici,
quindi, perturbando di poco una qualsiasi matrice, la si puo rendere invertibile.
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Definizione 5.6 Una famiglia {X;},c; di VA si dice un sistema gaussiano
se ogni combinazione lineare finita di suoi elementi é una VA gaussiana. Se
I C R il sistema gaussiano si dice processo gaussiano.

Se (Xi,...,X,) € un sistema gaussiano poniamo, se A = (Aq, ..., A,) sono

parametri qualsiasi:

Allora si ha

dove abbiamo posto

Z )\i:cl-] e v(A\)=E (Z i — m(A))

i

m(A\) =E

Ovviamente m(\) = > m;A; (m; = E[X;]) ¢ lineare, e v(\) ¢ una forma
quadratica semidefinita positiva sullo spazio R™ dei parametri A.

Ora: se det(v) > 0 allora la distribuzione congiunta di (X1, ..., X,) ¢ una
misura gaussiana (bastera guardare alla FC). Se det(v) = 0 il nucleo di v & lo
spazio dei A € R™ per i quali la FC & costante, cioe (cfr. la dimostrazione del
teorema precedente) (A, X) & costante q.o. e m(A) = (A, X). Quindi

Corollario 5.7 Se X : Q0 — R" é un sistema gaussiano allora esistono un
vettore m € R™ ed un sottospazio V- C R"™ tali che

(1) Uimmagine di X ¢é uguale a m+V q.o.
(2) La distribuzione di X ¢ a supporto in m +V ed é wi gaussiana.

E possibile dare una descrizione piu astratta dei processi gaussiani: con-
sideriamo una VA gaussiana di media nulla; cio non lede la generalita, dato
che 'immagine di una VA gaussiana in R" & q.o. del tipo m + V', ove m &
una costante (la media) e V' C R™ & un sottospazio, e la distribuzione delle
VA ha supporto in m + V', ed e ivi gaussiana, il che vuol dire che, a meno di
traslazioni, puo assumersi che m = 0.

Ora, in generale, una VA gaussiana X di media zero ha CF

= 1

X(&) = e

ag?

col che .
1.,.2
— ¢ 2% (
A (1) = 57 & x sea#0
Oy sea=0
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In R™ abbiamo

d ( )_ 1 1
P = omn et A ©

—%<A_1$7$> dr

dove A = ((a;;)) € la matrice di covarianza.
Viceversa, una matrice n X n simmetrica A e la matrice di covarianza di
una VA gaussiana se e solo se e semidefinita positiva. Infatti, in tal caso, la

@(&1, 7€n) = 67%<A575>

definisce una funzione positiva e quindi, per il teorema di Bochner, una misura
di probabilita.

6 Teorema di Kolmogorov e processi stocastici

L’esistenza della misura prodotto (che non abbiamo discusso, ma che si
trova in ogni testo di teoria della misura, cfr. [8], [10], [I]) si puo generalizzare
al caso del prodotto di una qualsiasi famiglia di spazi di misura e consente di
dedurre, a partire da una famiglia di distribuzioni, I’esistenza di una famiglia
di VA indipendenti le cui distribuzioni siano quelle date. Tuttavia quello che
spesso si richiede, specie nella teoria dei processi stocastici, € un risultato
analogo nel caso di distribuzioni che non siano indipendenti fra loro, ed il
teorema di Kolmogorov soddisfa a questo requisito.

Se {(€%4, At) hter sono spazi misurabili e se P = {P, .. |n € Nt t; €
T} ¢ una famiglia di probabilita, dove P, ¢ una probabilita sullo spazio
misurabile prodotto prodotto (€, x -+ x Q. Ay X -+ X A, ), vogliamo
costruire uno spazio di probabilita (2, A, P) ed una famiglia {X,;} di enti
aleatori su (£, .4;) tali che, per ogni n € Nt la n-pla(Xy,, ..., X;,) abbia
come distribuzione la misura P, ;. su {(y X -+ x QA X - X Ay ).

La famiglia P non puo essere arbitraria: infatti, supponendo di aver risolto
il problema, cioe di avere

Piy,otn (H AtJ) =P (ﬂ{th € Atj}>
Jj=1 j=1

allora deve aversi

n+m n
Piy. i <H Atj> =Py, (H Atj> (Ch)
j=1

J=1
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(se per n < j <n+msiha A, = €),). Inoltre, per ogni permutazione o € S,
degli indici (1,...,n) si deve pure avere

Ptl,...,tn (H At].) - Pto(l),...,ta(n) (H Ata(j)> (02)
7j=1

j=1

Le relazioni (C) e (Cs) si dicono condizioni di compatibilita della famiglia P:
il teorema di Kolmogorov afferma in sostanza che queste condizioni sono anche
sufficienti per l'esistenza dello spazio di probabilita (£2,.4, P) e della famiglia
{X:}, a patto che gli spazi misurabili (£, .A;) soddisfino a certe condizioni di
regolarita, che, per esempio nel caso degli spazi spazi metrici completi con le
o-algebre dei boreliani, sono spesso verificate.

Teorema di Kolmogorov 6.1 Se {(€%, A;) }ier € una famiglia di spazi mi-
surabili e se {P,, 4+, |n € Nt t; € T} é una famiglia di probabilita sugli
spazi misurabili {([T;_, Qu,, [T}—, Ai,) jen+ € se sono soddisfatte le sequenti
condizioni:

(].) \V/’I'L,m € N+ \V/{t]} cT VAtl € Atl, ...,Atn € Atn

n n+m n
Pt (HAtj < 11 Qq) = Pitn (H Aq)
j=1 i=1

Jj=n+1

(2) Vn e Nt V{t;} CT VA, € Ay, ..., A, € Ay, Vo €S,

Po....tn (H At:‘) = Bl tyntom (H Ata(j))
j=1

j=1
(S, € il gruppo delle permutazioni su n oggetti.)

(3) Vt € T 3C; C A; classe compatta'® Yn € Nt V{t;} C T VA, 4, €
H?:l Qtj

Ptl,...,tn<At1,...,tn> = sup Ptl,...,tn (K)
Ke]‘[?zl Ctj

Allora esiste uno spazio di probabilita (2, A, P) ed una famiglia di enti aleatori
{Xiter tali che P, 4, sia la distribuzione di (X4, ..., X4,).

n

16Cfr. definizione 2.5.
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Per una dimostrazione elementare si veda [3, §I1.2], mentre una dimo-
strazione elegante che usa un po’ di analisi funzionale & in [12, §1.2]: qui ci
limitiamo a qualche commento.

Per cominciare, si noti che le ipotesi (1) e (2) sono condizioni di compati-
bilita della famiglia {P;, ., }, mentre (3) ¢ una condizione di regolarita degli
spazi {(, A;)}: per esempio se questi spazi sono spazi metrici completi, le
classi C; sono esattamente quelle formate dai compatti, e quindi la (3) si ridu-
ce alla regolarita degli spazi di probabilita <H?:1 Qt]., H?Zl .Atj, Ptl,___,tn> ove
A; € la o-algebra dei boreliani di §2;.

Osserviamo poi che il teorema di Kolmogorov fornisce un risultato di uni-
cita nel senso seguente: se (¥, A", P') e {X]} sono tali che P, _, sia la
distribuzione di (X7, ..., X; ) allora, se A (risp. A’) ¢ la piu piccola o-algebra
rispetto alla quale {X;} (risp. {X]}) sono misurabili, esiste un isomorfismo
di spazi di probabilita fra (2, A, P) e (', A’, P’) che porta le X; nelle X].

Ecco una tipica applicazione del teorema di Kolmogorov:

Teorema 6.2 Se H e uno spazio di Hilbert reale separabile allora esiste uno
spazio di probabilita (2, A, P) e, per ogni v € ‘H, una VA X, in modo che la
funzione v — X, sia lineare e, per ogni vq,...,v, € H, (Xy, ..., Xp,) Sia una
VA gaussiana di covarianza (((v;,v;))). Questo spazio di probabilita é unico
nel senso del teorema di Kolmogorov.

DIMOSTRAZIONE: Sia {e,} una sistema ortonormale!” su H e poniamo, per
ogni successione {¢,} definitivamente nulla,

p(€) = ez it
Dato che la forma quadratica

e_% Zi,j<eivej>§i§j

e definita positiva (per l'ortonormalita del sistema prescelto), per il teorema
di Kolmogorov, esistono (2,4, P) e {X,,} sistema di variabili gaussiane'® di
covarianza 0;; = (e;, €;).

1Per le nozioni relative agli spazi di Hilbert si puo vedere: [8], [10], [1].
18Basta in realta considerare Q = R®, X; =2, ¢ P = Q) 37

5T, dTn

© 1 4
n=1 /o7
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Ora, data una combinazione lineare v = aje; + - - - a,€e,, poniamo

Xv = Z aiXZ-
in modo che

/ X, dP = |[v]?

Per continuita, X si estende ad una mappa H — L*(2,dP) in modo che
/ eiXe 4P — o3Il

QED

La potenza di questo teorema sta nel fatto che ci fornisce una “unica”
famiglia di VA gaussiane in un dato spazio di probabilita parametrizzata
dagli elementi di uno spazio di Hilbert.

Il caso piu elementare ¢ H = R: in questo caso la famiglia si dice un
processo:

Definizione 6.3 Un processo stocastico é una famiglia {X:}i>o di VA X; :
(Q, A, P) — (U, P) awvalori in uno spazio misurabile (¥, P) e parametrizzata
dat numeri reali non negativi.

Spesso ci si limita a processi parametrizzati da un intervallo [0, 7] di nu-
meri reali. In altre parole, un processo ¢ una funzione X : Rt x Q — U tale
che, per ogni t € R, le funzioni w — X;(w) sono misurabili. Fissato w € €,
la funzione ¢ — X;(w) si dice traiettoria per w del processo.

Esattamente come nel caso delle martingale, possiamo associare una fil-
trazione ad un processo stocastico: precisamente definiamo, per ogni t > 0,
B; come (il completamento de) la o-algebra generata dagli insiemi X '(A)
dove A € ¥ e s < t. In questo modo s < t implica B, C B; e ovviamente le
X, sono misurabili rispetto a B;.

Come si vede bene, il teorema di Kolmogorov consente di definire in modo
unico un processo stocastico la cui distribuzione (delle sue VA) sia assegnata.
Tuttavia, la forma “debole” di unicita e responsabile della possibile esistenza
di pit “versioni” di uno stesso processo, cioe di processi equivalenti ma con
traiettorie dalle caratteristiche distinte: per esempio, se (2,4, P) & [0, 1] con
la misura di Lebesgue sui boreliani, il processo X; = 1 e il processo

Vi) = 1 set—z¢Q
&= 2 set—x2eQ
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(t,z € [0,1]) sono identici dal punto di vista del teorema di Kolmogorov:
infatti, per ogni ¢ € [0, 1], X e Y sono uguali q.o. Eppure, fissato z, la mappa
t — X, € continua, mentre ¢ — Y;(x) non lo é.
Cio mostra che se { Xt }eo1] € una famiglia di VA su (€2, 4, P) ese A ¢ la
o-algebra minimale allora I'insieme {z |t — X;(z)} pud non essere misurabile!
Questo problema emergera nel caso del processo di Wiener, e lo aggireremo
mostrando che

(*) |Xt_XS| SCx|t—3‘a

per qualche fissato « e per ogni t, s € [0, 1] N Q: allora, dato che solo infinita
numerabili entrano in gioco, la (*) vale indipendentemente dalla versione del
processo.

Infatti, scelto un esplicito €2 per il processo, si consideri X; per t € Q e sia
Qo I'insieme degli w € Q per i quali la (*) e verificata: se w € €y, X;(w) definita
per t € Q si estende ad un’unica funzione continua X;(w) per ogni t € R e
si possono definire le Xt su ) ed estenderle a zero su €2/Qy. Ovviamente la
mappa t > Xt(w) e ora continua per ogni w € €2, e la distribuzione congiunta
di (X,,,..., X, ) &lastessa di (X;,, ..., X;,). Cid & ovvio per t € Q e si estende
ad ogni ¢ per continuitd delle X e L2-continuita della X.

Abbiamo dunque, data la (*), una versione continua del nostro processo.

7 Processo di Wiener

Intuitivamente, il processo di Wiener W; e il limite di cammini aleatori
elementari, nel senso seguente'”: consideriamo la misura v su {—1,1}

v(l)=v(-1) = %

e la misura j = Quenvy, su Q = {—1, 1} dove ciascuna v, & v. Se p, : Q —
{—1,1} & la funzione di proiezione sull'n-esima componente e

i=1

allora la famiglia di VA {X,,} si dice cammino aleatorio. Dato che i punti di
) sono successioni di —1 e 1, abbiamo che

E [pnpm] = /pnpm dM - /5nk5km de - 5nk5km - 5nm

1971 lettore puod immaginare di spostarsi a caso su una retta: ci sono quindi due valori
possibili per lo spostamento, destra e sinistra, ad ogni istante, supponendo che ogni volta
ci si sposti lungo una stessa distanza.
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e pertanto

tendono ad una VA gaussiana per n — oo.

Teorema di de Moivre—Gauss—Laplace 7.1 Se pu, ¢ la distribuzione di

Y, allora

1 ‘2
e dy

w-lim p, =

n—00 \ 27

dove il simbolo w-lim denota il limite debole.

DIMOSTRAZIONE: Dalla teoria di Fourier (in particolare dalla formula di Par-
seval) segue che una successione { P, } di probabilita in R"™ converge debolmen-
te a P se e solo se la successione {P } converge puntualmente a P (cfr. [7,

§V1.2)).

La distribuzione del movimento aleatorio p,, &

1
3 (6_1 4+ 61)

(dove 6, denota la misura di Dirac concentrata in {z}) e quindi
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Infine, osservando che

o () = (1025 )

2 2
= lim <1—§—) — e T
n—00 2n
2 2

. _a2 _e . .
e ricordando che e™ 2 = e~ 7, troviamo la tesi del teorema.
QED

Ora, per definire il processo di Wiener, quello che vorremmo scrivere e:

CWy = nh_>m \/—X[nt]

(dove [nt] e la parte intera del numero [nt]) a significare che W; descrive un
moto aleatorio sulla retta.
Il nostro W; deve quindi essere un processo gaussiano di varianza ¢t perché

intuitivamente ,
1
—X, =t
<¢ﬁ | y]) ]

Inoltre, dato che X,, — X, e X,, sono indipendenti, per m < n:
E[(X, —Xn) Xn =E[X, X —m=EY1X,|+ - -+E[Y,X,,] —

Ny, BT
i=1 =1

:\1+"'+1,+Q+"'+Q_m20
m :/:)lte nfmvvolte

(LE

+-+E

pertanto ci aspettiamo che W; — W sia indipendente da W se s < t, cioe che
E[(W; — W) W] = 0 da cui, se s < t allora E [W; W] = s.
Possiamo allora usare queste proprieta per definire il processo di Wiener.

Definizione 7.2 Un processo di Wiener (o moto browniano) ¢ una famiglia
{Witiso di VA gaussiane con media zero e covarianza

E [W;W,] = min(s, t)

La teoria delle VA gaussiane ci assicura che questa definizione e ben posta:
naturalmente la covarianza deve essere una funzione positiva, dato che se
0<s51<8<---<s,¢€z,...,2, € Callora

1,...,n n 2

Z Ziz; min(s;, s;) = Z(‘S’ — Si_1)

ij i=1

n

2%

j=1

>0
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Osserviamo inoltre che
E[W7] =t
e che per ogni t; < 1y e 57 < s9 abbbiamo che
E [(WtQ - th) (WSQ - WSl)] = A([tlv t2] N [517 S2])
dove X\ denota la misura di Lebesgue in R. In particolare
E[(W, = W)W, = A([s, t] N[0, s]) = 0

se s < t.

Proposizione 7.3
(1) 1l processo di Wiener é ad accrescimenti indipendentsi.
(2) W; e W2 —t sono martingale.

(3) Sea € Rt e X # 0 allora i processi Wy, — W, e %W)@t 500 processi
di Wiener.

DIMOSTRAZIONE: La (1) ¢ stata appena dimostrata. Per vedere la (2) basta
notare che W, = W, + (W, — W) e, dato che W, — W, ¢ indipendente da
{Wi}o<u<s, si ha, per ogni t > s:

E W {W.}o<u<s| = Wi
Infine la (3): il processo Wy, — W, & gaussiano di media
E [VVt—f—a - Wa] =E [VVt—i—a] —E [Wa] =0
e di covarianza
E [(VVt—I—a - Wa)(WS-i-a - Wa)]
=E [WtJraWera] —E [WtJraWa] —E [WaWera] +E [WaWa]
=min(t+ a,s +a) — min(t + a,a) — min(s + a,a) + a
=min(t + a,s + a) — 2a — a = min(t, s)
Analogamente
1 1
E [XWM] = SE[W]

1
E {—WA%WAQS

min(A\%t, A%s)
A2 N

V2 = min(s, t)
QED

Notiamo in particolare che la (3) implica essere W_; un processo di Wiener.
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Vogliamo ora studiare la natura delle traiettorie del processo di Wiener,
in particolare se queste possono essere assunte continue, derivabili, etc.

Due processi stocastici X; e Y; si dicono equivalenti se ovviamente si ha
X; =Y, q.o: evidentemente in questo caso hanno la stessa distribuzione. Dal
punto di vista delle traiettorie possono invece differire in modo essenziale,
come mostra il seguente teorema.

Teorema di regolarita di Kolmogorov 7.4 Se (2, A, P) é uno spazio di
probabilita e {X;}icpm € un processo reale per il quale esistano C, o, 3 > 0
in modo che, per ogni s,t si abbia

E[|X, — Xi|’] < C|s —t|'**
Allora su §2 esiste un processo {Yt}te[o,T] equivalente a X; ma tale che:
(1) P(Y: € {funzioni continue in t}) = 1.
(2) Vv € (0,a/B) Y; & ~y-hélderiana g.o.
DIMOSTRAZIONE: L’idea della dimostrazione e la seguente: una funzione con-

tinua e completamente determinata dai valori che assume su un sottoinsieme
denso, che nel nostro caso sara

D= {5}
2n n,meN

Sia dunque Dy = DN[0, T: dare una funzione holderiana in C7[0, 7] equivale
a darne una su C7(Dr) e quindi bastera dimostrare che X; & holderiano su Dy
per avere un H € A tale che P(H) = 1 e X;(w) € C7(Dy) per ogni w € H.
A questo punto, per ogni w € H potremo (per ogni t € [0,T]) estendere
X; univocamente su H ottenendo in questo modo Y;: al di fuori di H, Y}
si puo definire in modo arbitrario (per esempio ponendolo a zero), dato che
P(Q\ H)=0.
Vediamo in dettaglio questo procedimento. Siano

k k
D,=<3— 1k — T
n {s" | k€N, o € [0, ]}

in modo che |J,cyDn = Dy. Dato che per il momento siamo interessati al
processo in quanto funzione di 7" piuttosto che di w, scriviamolo come X, ()
o anche solo X (t).

Se ¢ > 0, un modo per controllare 1'oscillazione di X (¢) sui punti di Dy e

di porre
k+1 k
Aq:{w€Q| IN Wi > N Vk ’Xw (i) X, <—> <q"}
Assumiamo per il momento il seguente lemma, la cui dimostrazione sara data

2n 2n
dopo quella del teorema per non interrompere il flusso di pensiero:




H4 NOTE DI PROBABILITA: PROCESSI DI WIENER ED APPLICAZIONI

Lemma.
(1) A, € Ae, seq>2"%8 allora P(A,) = 1.
(2) Vw e A, AN Vm >n > N Vs, t € Dy,:
|t |<1:>|X(t) X()|<2§:i
— sl < = — X (s
2n izn—l—lq

La seconda parte del lemma ci consente di controllare 1’oscillazione di
X (t): in effetti, se s,t € Dy sono tali che |s —t| < 1/2N e se n > N ¢ tale che

1 < It 1
2n+1—‘ _S|<2_n

allora esiste m in modo che s,t € D, e possiamo applicare la (2) del lemma.
Se poi ¢ < 1 allora

IX(1) - X(s)| <2 ) ¢'<2> ¢=2

i=n-+1 i=n-+1

qn+1
l—gq

A questo punto ci siamo quasi: vogliamo solo determinare un ¢ < 1 in modo

che la stima precedente divenga del tipo | X (t) — X (s)| < C|t — s|7.
Per definizione di n abbiamo che |t — s| > 1/2""! sicché

t 7> Ly
| _8‘ — \ 9n+1

e quindi basta fissare v tale che 1/(2"1)7 = ¢"*!, cioe v = —log, ¢, da cui

2n+1 2 1 Y 2
X(t)— X <2 = < t—s|”
X0 - Xl <22 =2 () < k-

Detto in altri termini, fissiamo un ¢ tale che 2%/ < ¢ < 1, poniamo v =
—log, q e consideriamo l'insieme

1
B:{w€Q| dN Vs, t € Dy |s—t|<2—N}

Per ogni w € B abbiamo allora che
[ X(t) = X(s)| < Cls — 1|

il che vuol dire A, C B e quindi, a meno di completare la o-algebra A, che

P(B)=1eBe A
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Questo ci da I'holderianita su B e per i punti in Dy tali che [t —s| < 1/2%:
quest’ultima restrizione si fa cadere facilmente, dato che per ogni s,t € [0, 7T
esiste sempre un n € N tale che

n < T2V

in modo che ci sono n punti t; = s <ty < --- <t, =1 tali che

1

[tiv1 — ] < oN

sicché

—_

[ X(1) = X(s)| < ) [X(tis1) = X ()| < Onlftipa —t:[" < 't = 5|7

=1

Dunque: abbiamo dimostrato che X (¢) ¢ vholderiana (per ¢ € Dr) sull’insieme

B € A che ha probabilita 1. Dato che Dy & denso in [0, T'], possiamo estendere

X(t) a [0, T] in modo unico per w € B ed estenderla a zero al di fuori di B.
Con cio troviamo un processo Y; che e equivalente a X;, dato che

Vwe B Yi(w) = lim X;(w)
seDy

Ma per ipotesi E [|X; — X|°] < Ot — s|*™ pertanto, qualunque sia € > 0:

C
P(IX, — X, >¢) = P()|X: — X,|° > %) < St - 5|t

da cui se ne deduce
lim P(]X; — X,| >¢€) =0

se€Dp

il che significa, per definizione di Y;, P(|X; — Yi| > €) = 0 e dunque abbiamo
un processo equivalente a X; ma con traiettorie continue e holderiane q.o.
QED

La dimostrazione del teorema precedente non puo dirsi completa finché
non avremo dimostrato il

Lemma.
(1) A, € Ae, seq>2"%8 allora P(A,) = 1.
(2) Vw e A, AN Ym >n > N Vs, t € Dy,:

1 G
[t =5l < 5 = 1X() = X(s)| < 2 d g

i=n+1
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DIMOSTRAZIONE: (1) Ricordiamo che

1
Aq:{wem IN Vn > N Vk ‘Xw(k; )—Xw<£)

Dunque, in particolare:
oo oo 2"T—1
kE+1 k
A = A I i n
=UNU et pe(r) - (9) <)
N=1n=N k=0
il che mostra come A, € A (per A-misurabilita delle X). Ora vogliamo

mostrare che, se ¢ > 277 allora P(Q\ 4,) = 0. Si ha che

O\A= [j ﬁ Aé") = lim sup Aé")

N=1n=N n—roo

dove ovviamente si € posto
71
kE+1 k
AW = ceQ|l Xyl — |- Xu |l =) >24"
0 foeni e (55 (4)] =

In questo modo, il fatto che P(2\ A) = P(limsup,, A((I")) = 0 segue dal lemma
1.12 di Borel-Cantelli se facciamo vedere che

Z P(Aé")) < 00
n=0

Per vederlo mostriamo che la serie ¢ maggiorata da una serie geometrica:

intanto abbiamo che
onT_q
k+1 k
(n) ML ke n
= e o () - () =)

Inoltre, l'ipotesi del teorema di regolarita di Kolmogorov (che usiamo dato
che il lemma lo applichiamo nella dimostrazione di quel teorema!) implica

1 C
P(X,~X,| 2 ) = P(Xi= X" 2 ) € Z5E(X,= X)) € Gt

da cui troviamo la maggiorazione richiesta:

2nT—1 C 1 14+ 1 n
£ o)
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col che, non appena 2%¢® > 1, abbiamo maggiorato la serie degli P (AS]‘)) con
una serie geometrica convergente.

Passiamo ora al punto (2) del lemma: per definizione di A4,, se w € A,
allora esiste NV in modo che

() -2 (3=
2 2

per ogni n > N e con (k + 1)/2" € Dy. Ora procediamo per induzione su
m > n.

Se m = n allora s = ¢ e non c¢’¢ nulla da dimostrare. Se s',¢ € D,,,_; sono
gli elementi di D,,,_; piu vicini rispettivamente a s e a t ed interni all’intervallo
s, ], allora, per ipotesi induttiva (il teorema vale per m — 1):

m—1
X(#) = X(sN <2 ) ¢
i=n—+1
Ma, per definizione di A,, |X(t) — X(t')] < ¢™ e | X(s) — X(s)| < ¢, sicché
il solito argomento dei “3 epsilon” fornisce

[ X(t) = X ()] <X () = X&)+ |X([#) = X(s)| + [X(s) = X(s)]

m—1 m

i=n-+1 i=n-+1

e quindi il lemma ¢ dimostrato.
QED

Naturalmente a noi interessa applicare il teorema di Kolmogorov al pro-
cesso di Wiener: in questo caso troviamo che possiamo rendere il processo
%-hélderiano: se s < t allora

E[|W, — Wi|*"] = (2n— 1)L |t — s|"

dato che W; ¢ un processo gaussiano di media zero e varianza t — s, per cui

abbiamo che
n— 1

!
I} 2n

AR 1
cioe v € (0, 5).

Osserviamo che questo risultato non puo migliorarsi, in particolare non
¢ possibile trovare un processo (equivalente a un processo di Wiener) le cui

traiettorie siano C! e quindi derivabili.
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Teorema di Paley—Wiener—Zygmund 7.5 Se a > % allora per quasi ogni
traiettoria w(t) di Wy abbiamo che

inf limsup w =
t€[0,1] hoo ||«

q.o.
In particolare, W; non puo avere q.o. traiettorie derivabili.

DIMOSTRAZIONE: Sia k € Z tale che

e sia w(t) una traiettoria di W tale che

inf limsup w < 00
te0,1]  h—so ||

Cio vuol dire che esistono t, C' e hg tali che per ogni |h| < hg si abbia
w(t +h) —w(t)] < Clh[*
Siano ora m, i € Z tali che, dato n € Z,
— < hy e i=[tn] +1
m

Cioe, se n > m, i/n,(i+1)/n,.., (i + k)/n € [t,t + ho]. Ma allora

. . . 1 C
‘w (Z"—j) _w<l+j7)‘ S —a<‘]€‘a+|k+1‘a)
n n n

per j = 1,..,k (dato che |w(s) —w(u)] < C(|s — t|* + |u — t|¥) per la
disuguaglianza triangolare) e quindi

{w | w traiettoria a-hélderiane} C
n—k+1 . .
J J—1 D .
C = - < —. 9= 1,...
Uﬂ U{w|w<n) w(n)‘_na,j 1+ 1, ,z+/<;}
D>1 n>m =0
Dimostriamo allora che l'insieme

m>1
n—k+1 . .
—1 D
ﬂ U {w| w(l)—uJ(] )’g—,j:i+1,...,i+k}
n n ne

n>m =0
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ha misura nulla: cio segue immediatamente dalla relazione

1 k
limn(E[Mw(—)‘Si]) =0
n—00 n n«

Infatti w(j/n)—w((j—1)/n) sono indipendenti da w(1/n) ma hanno la stessa
distribuzione.

Vediamo dunque perché questo limite ¢ zero: dato che la distribuzione di
w(1) & continua, a meno di fattori di scala abbiamo che

1 D D 1
Blolo (7)< ] =B el wtnr < 2] = ottt
n n< n* 32
A questo punto il limite risulta essere nullo in quanto k(o — %) > 1.

QED

8 Misura di Wiener

Il processo di Wiener ¢ una descrizione astratta del moto browniano, che
governa molti processi fisici ed economici, a partire dai movimenti delle par-
ticelle in un gas: quest’ultimo caso ¢ stato formulato matematicamente da
Einstein nel 19052,

Consideriamo il caso di dimensione uno, cioe la proiezione del moto brow-
niano su una retta. La densita delle particelle per unita di lunghezza all’istan-
te t sara denotata u(t,x) e supporremo il movimento uniforme, cioe che, se
©(7,y) denota la proporzione delle particelle mosse da x a x+Y nell’intervallo
di tempo 7, allora

w(t + 7, 2) do </R ult, z — y)e(r,y) dy) do

Una ipotesi naturale e che ¢ sia simmetrica rispetto all’origine spaziale O e
che

/ y?(7,y)dy = DT
R

20Una descrizione matematica del moto browniano @ stata anche formulata da Bachelier
nella sua tesi del 1901 per fornire un modello per 'andamento delle azioni in borsa: settan-
t’anni dopo gli economisti si accorsero della cosa, e nel 1997 Black e Scholes presero in Nobel
per ’economia per aver derivato una formula sottesa dalla teoria di Bachelier—Einstein.
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dove D & una costante (coefficiente di diffusione). Se espandiamo wu(t + 7, x)
in serie di Taylor, troviamo

0
u(t,x) + Tau(:p, t) + o(T)

- 9 1,0
= [ () = guteca) + 07 sute) ) el dy

che, per l'ipotesi di simmetricita di ¢, ci conduce all’equazione di diffusione
del calore )

ou_ 1,0

ot 2 02
Consideriamo la condizione iniziale per cui la posizione originaria di una
particella sia y, vale a dire

w(0,1) = d(z —y)

ed otteniamo la soluzione

u(t7 ()) = e 2Dt

V2 Dt

Per i valori y = 0 e D = 1/2, la probabilita che z(t,) € (a1,b1),..., z(t,) €
(an,by) €, per 0 <ty <--- <ty

1 b bn _”‘_1_(902—901)2.“_(171*9%—1)2
e e U to—ty tn—tn_1 dl’l e d.Tn
\/W"tl(tQ —t) - (th —ta1) S Jan

che ¢ uguale a

/ w(ty, x1)u(ty — t1, w9 — 1) - ulty, — ty_1,Tp — Tp_q) de
H?:l(aivbi)

In termini probabilistici, questa espressione definisce una misura sui cilindri
nello spazio di tutte le funzioni x(¢) tali che

Ma allora, per il teorema di Kolmogorov, esiste un’unica misura che la estende
a tutto lo spazio Cy[0,00) delle funzioni f : [0,00) — R continue e tali che
f(0) = 0. Questa misura & la misura di Wiener.

Per capire qual’e il legame fra questa misura ed il processo di Wiener W,
dobbiamo considerare il legame fra la funzione

1 _(@—y)?

e 2t
V27t

u(t,x) =
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ed il processo di Wiener, e questo legame ¢ dato dal semigruppo di operatori
et dove .
1 1
Ho=—38="32 32
=1
¢ '’hamiltoniana di una particella libera in uno spazio a n dimensioni. Fac-
ciamo quindi una digressione su questo operatore differenziale.
Se a € C e Ra > 0 allora la funzione e »* € L*(R") N L®(R™) & essen-
zialmente limitata e a quadrato integrabile, ed e 'antitrasformata di Fourier

di una funzione gaussiana:

~ N o 1 /,?
¢ ~ (2a)n/2 e

per cui si ha che

(e=of) (2) = (ﬁ)w/ e*‘ngﬁw(y) dy

Ma se p € L'(R?) N L*(R?) allora, dato che

i(t—ie)Ho —itHy

lim e™ p=ce ®

e—0

(il limite & inteso nella norma L?) deve esistere, per il teorema della conver-
genza dominata, una sottosuccessione che converge q.o.

(e_itHOQO) ({L‘) — lg% (e_i(t_ie)Hocp) ({L‘)
1 n/2 lz—y|?
=1 - T 4i(t—ie) d
i (zm(t - ie)) / ¢ Py)dy

1 n/Z Z“zfy‘Q
= it e it p(y) dy

Se invece ¢ sta solo in L*(R™) ma non in L'(R"), allora prendiamo

(2) 1 selz| <R
€T) =
n 0 selz|>R

in modo che xg(x)p € L'(R™) e xrp converge a f in norma L? al tendere di
R — oo: ora invochiamo il teorema di Plancherel, che afferma la convergenza
delle trasformate di Fourier yzp (sempre in norma L? per R — o0) a f, dove
precisamente



62 NOTE DI PROBABILITA: PROCESSI DI WIENER ED APPLICAZIONI

Nel nostro caso abbiamo

—itHop o L2 l L n/2 ZWZUP d
(e o) (2) = 22 tim () [ o) ay

R—o0

il che dimostra che e~ & un operatore integrale il cui nucleo ¢ il propagatore
della particella libera:
1 n/2 Jz—yl?
K(z,ylt) = | — e

In altri termini, abbiamo mostrato che il nucleo dell’operatore e~*° & proprio

(i, b):
(e f) (@) = [

Ma allora, dato che u(z — y,t) varia con continuita in L? al variare di z, la
funzione

1

— 3¢ lz—yl? d
Norrh fly)dy

[ wte = v 05wy
¢ continua per ogni f € L2, sicché (e*tHOf) () ¢ definito per quasi ogni x

come operatore integrale di nucleo wu.
Il legame col processo di Wiener W; e dato dal

Teorema 8.1 Se fi,..., fn € L¥(R) ed anche f, € L*(R), e se 0 < s; <
<o - < Sy, allora

E[fu(W(s1)) - fa(W(sn))] = (70 fr - 70 f) (0)

con ty = 81, tg = S9 — S1, ..., by = Sy, — Sp_1-

DIMOSTRAZIONE: Basta dimostrare che la distribuzione congiunta di (W, , ..., W)
e (scriviamo Py(z,y) = u(z — y, 1))

Pt1<07x1>"'Ptn<O7xn>d.T1 ®.,_®dxn

Ma, dato che W,, Wy, =W, ..., W, —W, | sono indipendenti e di varianze
ty, ta, ..., t,, la loro distribuzione congiunta e, in quanto variabili gaussiane,

P (0,11) - P (0,y) dys @ - - - @ dys,



PAOLO CARESSA 63

da cui, per mezzo delle sostituzioni

Y1 = 11

Yo = T2 — T

Yn = Tn — Tp—1

(che corrispondono ad una trasformazione di Jacobiano 1) otteniamo il risul-
tato voluto.

QED

Questo teorema vale in dimensione qualsiasi: per formularlo abbiamo bi-
sogno della

Definizione 8.2 Il processo di Wiener N-dimensionale W (t) ¢ la famiglia di
VA a valori in RY le cui componenti sono processi di Wiener indipendenti:
cloe

W(t) = (Wi(t), ..., Wu(t))
E [W;(t)W;(s)] = 0;; min(¢, s)

Detto cio, il teorema precedente si estende come segue

Teorema 8.3 Se Hy = —3A su L*(RY) e se fi, ..., fo € L(RY) con inoltre
fn€ L*RY), ese0< sy <+ < sy, allora

E[fiW (s1) -+ faWa(sn)] = (e 0 fy e o ) (0)

conty = 81, tg = S9 — 81, ..., by = Sy, — Sp_1-

Questi teoremi ovviamente privilegiano lo zero: per avere l'invarianza
per traslazioni (come la possiede Hj), bisogna introdurre una misura non
normalizzata.

Definizione 8.4 Se dx denota la misura di Lebesque su RN e se (B, B,
dW) é lo spazio di misura per il processo di Wiener (dato dal teorema di
Kolmogorov), la misura di Wiener é la misura prodotto duy = doz @ dW su
RN x B. Gli elementi sui quali si integrera rispetto a questa misura sono i
cammini w(t) = x + W.
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Teorema 8.5 Se fo,..., fn € L¥(RY) con fo, fn € LA(RY), e se 0 < s9 <
S51 < -+ < Sy, allora

[ At o) ) = (o, o750y o7t
conty = 8y, tg = 89— 81, ..., by = Sy — Sp—1.

DIMOSTRAZIONE: Se so = 0, posto w = x + W il teorema precedente ci dice

che
[l fuleotsu)) duofeo) o+ WD)
= [ £ (s0) 40+ £ (s2) ) aW (W (2) d
_ /E ol@) fuW (1) +2) - fu(W(sp) + )] d

/fo e flof ... eft"HOfn) (x)dx
f € tlHOf 7thOfn>

Se 5o > 0, sia Bg la funzione che vale 1 sulla palla di raggio R in RY e zero
altrove: il teorema della convergenza dominata implica allora che

= 1 [ B @O (s0) - ol(s0) di(e)
= }%EEO<%6750H06R7 eftlHofl . efthofn>

e, dato che fye *ofoB, — fiin L? per il teorema di Beppo Levi, si ha la tesi.
QED

Integrare rispetto a pp vuol dire integrare sullo “spazio dei cammini” w(t),
il che ha rilevanza fondamentale nel dare senso all’espression dpath che si trova
nei lavori di Feynmann sui fondamenti della teoria quantistica dei campi: il
processo di Wiener ¢ quindi centrale in questa teoria gigantesca e bellissima.

Nei prossimi paragrafi ci dilungheremo sull’integrazione nello spazio dei
cammini: ne daremo prima una definizione astratta, matematicamente pu-
lita e formalmente assai elegante, per poi dare qualche idea dei calcoli che
intervengono nelle applicazioni quantistiche.



PAOLO CARESSA 65

9 Integrale di Wiener

Vogliamo ora provare a dare un senso ad espressioni della forma

/0 " pyaw,

La prima idea che puo venirci in mente, cioe quella di definirlo come un
integrale di Stieltjes?!: ma questo non & possibile, dato che la funzione W,
non ¢ mai a variazione limitata®? non essendo quasi mai differenziabile. Il
modo col quale Wiener aggiro questa difficolta fu di assumere che la derivata
[’ stesse in L?[0, T e di utilizzare la formula di integrazione per parti

/OT FOAW, = f(OW, — /OT FWdt

In questo modo ci si puo ricondurre al caso delle funzioni differenziabili.
L’approccio che vogliamo qui seguire ¢ quello di Nelson, un po’ piu astrat-

to. Nello spazio L?[0, T (che ¢ lo spazio delle funzioni che vogliamo integrare)

consideriamo le funzioni x; = x[,7), calcoliamo il prodotto scalare in L? di

<Wt7 W8> =E [WtWS] = min(5> t) = <Xt7 Xs>

ed usiamo la seguente proprieta universale delle mappe bilineari:

Lemma 9.1 Se I ¢ un insieme e F': [ x I — C ¢é una funzione hermitiana
positiva, cioé

(1) F(i,j) = F(5,1)
(2) Y 27 F(i,j) > 0.

i,j€l

per ogni scelta di {z;}ier C C quasi tutti nulli (cioe tali che solo per un
numero finito di indici i si abbia z; # 0) allora:

21Cioe un integrale associato a una misura di Stieltjes: si veda per esempio [3, §VI.6] o
[1, §4.5].

22ZRammentiamo che una funzione a variazione limitata f : [a,b] — R & una funzione
tale che esista una costante C' in modo che per ogni a = 2o < 21 < --- < z,, = b si abbia

> nlf(zi) = flzia)| < C

i=1

La proprieta saliente delle funzioni a variazione limitata ¢ di avere derivata finita q.o.
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(1) Esiste uno spazio di Hilbert H; ed una funzione X : I — Hy tali che
(a) H; e generato (topologicamente) da {X (i) }ies-
(b) F(i,j) = (X(2), X(7))-

(2) SeY : I —H éuna funzione a valori in uno spazio di Hilbert H e tale
che F(i,7) = (Y (3),Y(j)) allora esiste un’unica isometria U : H; — H
tale che UX =Y.

DIMOSTRAZIONE: Questo teorema e un classico risultato universale di esisten-
za e unicita a meno di isometrie, simile per esempio al teorema di esistenza
del prodotto tensoriale: la dimostrazione e del tutto naturale. Precisamente,
consideriamo lo spazio vettoriale V = C) delle funzioni ¢ : I — C che sono
non nulle al pitt che su un numero finito di elementi di 7, e dotiamolo della

forma bilineare L
(o, 0)v =Y F(i, )p(i)())
ijel
(la somma ¢ finita per definizione di V'). Allora la funzione X : I — V definita
come l'indicatore dell’insieme {i}
X (l) = X{i}
¢ tale che
Fli,j) = (X (), X(j))

La forma bilineare (,) su V' ¢ hermitiana ma potrebbe essere degenere: con-
sideriamo quindi lo spazio quoziente V = V/K dove K ¢ il nucleo di (), che
viene quindi ad essere uno spazio pre-hilbertiano rispetto al prodotto scala-
re indottovi da (,): non resta che definire H#; come il completamento di V'
rispetto a questo prodotto e notare che X passa al quoziente in V CH; (a
meno di isometrie) per avere la (1).

Dimostriamo ora la (2): per ipotesi abbiamo Y : I — H, quindi usiamola
per definire una funzione S : V. — H come

S() = 3 i)Y (i)
el
Allora
(S(9), S(@W)) = > @YY (), Y (1)) = (¢, ¥)
1,5€l

Questo vuol dire che se ¢ € K (il nucleo di V') allora [|S(p)|| = 0 e quindi
S passa al quoziente inducendo una funzione S : V' — H che preserva il
prodotto hilbertiano. Questa mappa si estende allora in modo unico ad una
isometria S : H; — H (dato che V' & denso in Hy).

QED
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Notiamo che, per I = Hq X Ha e F((v1,w1), (vg, wa)) = (v1, wq){wy, we), il
teorema precedente ci fornisce lo spazio di Hilbert H;®H4 prodotto tensoriale.

Torniamo ora a considerare il processo di Wiener W;: le funzioni {x;}
generano (topologicamente) L?[0,T] e quindi, per il lemma, esiste un’unica
isometria fra L?[0,T] ed il sottospazio Hr generato da {W, }o<i<r.

Definizione 9.2 L’isometria L*[0,T] — Hr si dice integrale di Wiener e si
denota con

fHAJWMm

Questa terminologia ¢ motivata per esempio dal fatto che sulle funzioni
x: I'isometria si comporta come un integrale:

Z aixX () = Z a; Wi,

7

da cui

2

Z aiX(ti,t¢+1) = Z Q; (VVti-H - Wtz)

In questo modo abbiamo determinato 'integrale di Wiener sulle funzioni sem-
plici e, per densita di queste in L?[0, T, su una qualsiasi funzione a quadrato
integrabile, che e limite di funzioni semplici.

Teorema 9.3 Se f € BV[0,T] (funzione a variazione limitata) allora
¢ T
| rwawi—- [ agnmw
0 0

DIMOSTRAZIONE: Se f € una funzione semplice allora

' ai (Xi — Xi—1) AW = a; ’ AW = a; (Wti - Wti,l)
0 . X ti_ X

In generale, una funzione in BV si puo approssimare in L? con funzioni
semplici (cfr. [3, §VI.2]) e la misura df lo ¢ nella topologia debole. QED

Poiché quasi ogni traiettoria di W, ¢ continua, l'integrale di Wiener e
definito sullo spazio dei cammini continui, sui quali & un funzionale: se w(t) e
una funzione continua di ¢, il teorema precedente si scrive per esempio come
segue:

(/OTf(t)dm) (W(t))Z/OTf(t)dw(t):_/OTd(w(t)f(t))
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Se f € AC ritroviamo la formula di Wiener:
T T
| s == [ awose)
0 0
T
daf (t
— 1@)e(r) - 10 - [ Lo
0
L’applicazione che vogliamo dare dell’integrale di Wiener e, come si e
detto, alla teoria quantistica, precisamente per dare senso ai “path integral”
introdotti da Feynmann, che sono alla base del suo approccio alla teoria dei

campi, la cosiddetta QED (Quantum ElectroDynamics), la piu precisa teoria
fisica, nel senso dei riscontri sperimentali, mai prodotta...

10 Path Integrals

Nella teoria quantistica la probabilita di trovare un sistema fisico nello
stato ¢ al tempo t sapendo che si trovava nello stato ¢ al tempo 0, si calcola
tramite un propagatore K(zo,x|t), mercé la formula

/R/Rw(%)wff (o, a|t) o dx

La funzione K si ottiene come soluzione dell’equazione di Schrodinger

LOK _ WOK
or T T2 022

dove V' = V(z) ¢ il potenziale (stiamo scrivendo 'equazione nel caso di dimen-
sione uno, per semplicita). Feynmann espresse la soluzione di questa equazione
parabolica (che ¢ in fin dei conti una variante dell’equazione del calore) come

K(xq, x|t) :/6%5[“”] dpath

ove l'integrale & esteso a tutti i cammini x = x(t) tali che z(0) = z¢ e S[z] &
I’azione classica del sistema:

s [ ((5) - vee) o

fornita dal principio variazionale.
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L’imbarazzante notazione dpath viene spiegata da Feynmann nel modo
seguente:

' 1
Kool = Jim o [
N-1
i (v1 — 1’0)2 (z — xN*l)z
---/Rexpli—i<T+'”+T_A;V(m) doy---dry

La teoria di Wiener consente di dare un senso a questa formula.
Per cominciare c¢’e una analogia formale tra il limite precedente e la misura
i Wiener di un cilindro:

1 /bl
Vit —t1) - (b — tho1) Ja
bn 2 2 2
- Ty — X, _
..L/" exp |- (@m@) Gk PR
an tl t2 - tl tn - tn—l

Questo suggerisce di esprimere K (g, z|t) come un integrale di Wiener. Suppo-
nendo che xy = 0, consideriamo intanto l'integrale di Wiener di un funzionale
F[z(t)] definito sullo spazio Cy[0,T] dei cammini continui fra 0 e 7" tali che
z(0) = 0.
Sostituiamo z(t) con la curva spezzata z,(t) che coincide con x(t) nei
punti
2(0)=0, z(ty) =z, .., x(ty) =2z,

ove ty, ..., t,—1 dividono [0, T in n parti uguali di lunghezza At = t/n. Allora

/ﬂﬂmavzgaaiwﬁéu.

2 n—1 2
T Z (Thp1 — xp)
. 'AF<$17...,$n) exp _Kt - e T] d.ﬁUl o d.’lfn

dove F(zy,...,x,) = F[z,(t)]. Simbolicamente scriviamo

[ Flstoiaw =2 [ Fewjes [_ [ (2 ds] i[lda:l(t)

ove N ¢ una costante di normalizzazione tale che

/ aw =1
Co[O,T}
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Questa scrittura ¢ sensata, perché se [[;_, dxy(t) ¢ sostituito dai prodotti
dei differenziali delle coordinate x(s) in un numero finito di punti ¢, ..., t,,

I'integrale
T 2
INCIK
o \0s

i ((tjr1) — z(t)))?

tiv1 — 1

diviene

=0
In particolare, se F'[x(t)] dipende solo dal valore di #(¢) in un numero finito
di punti, I'integrale di Wiener si riduce ad un normale integrale multiplo in
R™: per esempio, se
Fla(t)] = x(t) - - - x(te)
allora [ z(t;) dW =E[W(t;)] = 0 e, in generale,

/l’(tl) B 'x<t2k+1) dW =0

mentre [ x(t1)z(t2) dW = E[W (t1)W (t2)] = min(¢y,ts), e, in generale,

/.T(tl) s .T(tgk) dW = Z min(til s tw) s min(tmil, tl%)

dove la sommatoria ¢ estesa a tutte le partizioni dell'insieme {1, 2, ...,2k} in
coppie.

Un altro esempio di calcolo dell’integrale di Wiener con le formule prece-
denti si ha per il funzionale

Fla(t)] = exp lA /0 t p(5)s%(s) ds}

dove A € R e p(s) > 0. In effetti,

= exp

F(xq,...,z,) = exp [)\ Zp(jAt)xZ(jAt)At

j=1

AAL ipﬁ?]

j=1
con le posizioni:
t . )
At=—. pj=p(jAt), ;= 1z(jAl)

Ma se ricordiamo la formula
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per le variabili gaussiane, troviamo che

/Cexp {)\ /Otp(S)xQ(s) ds} dW (z) = lim (Di”))_m

n—oo
ove
2 — XA’ py —1 0
~1 2 — A (At)? py ~1
0 -1 2— A(At)
Dgn) — det ' ' (' )" ps
0 0 0
0 0 0
0 0
0 0
0 0
2 — MA) pay —1
~1 2 — XN (A pa
Se D,(Cn) & il minore principale di ordine (n — k + 1) di D™ allora:
(1<k<n-—1) DY = (2= A (A1) pr) DY, = DY,
cioe

Dy — 2D, + D\,

T
e, dato che
DY = 1= A(A)?p,, DIy =1 = A(AH? (2p, +pa1) + N (A1) ppn
si trova Lo o
"Tt"_l = At (Pt + Do — A (A1) prpu—i)

Dunque, per n — oo, Dlg") tende al valore in kAt della soluzione D(s) del
problema
d2
—D(s) 4+ Ap(s)D(s) =0
ds
D(t)=1, D'(t)=0

Ne segue la formula di Cameron—Martin:

/C exp [A /0 t p(5)22(s) ds} dW (z) = lim (Di”))_l/2 —0

n—oo
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Esempio 10.1 Se p(s) = 1 allora D(s) = vcos A(t — s), e troviamo quindi
t
/ exp {)\/ 7% (s) ds] dW (z) = \/sectV/A
c 0

per VA < m/2t.

11  Formula di Trotter

Per chiudere il cerchio che collega i path integral e la misura di Wiener oc-
corre in qualche modo rendere conto della spiegazione di Feynmann di questo
legame, cioe la “formula”

iS[a)
K(azo,x|t):/e o dpath

Fin qui abbiamo espresso il propagatore K come un integrale di Wiener: il
tassello mancante e riempito con la formula di Trotter, che permette di dimo-
strare, cosa che fece M. Kac, la formula di Feynmann nel caso del semigruppo
e o Naturalmente nella teoria quantistica 'oggetto centrale ¢ e~#Ho per
il quale non e possibile tuttavia sviluppare la teoria che stiamo dando nel
caso di e”*0: detta brutalmente, la teoria di Feynmann non ha senso a meno
che, con Kac, non si sposti I’attenzione su e 0, facendo perdere senso alla
variabile ¢ come “tempo reale”; se si e disposti ad accettare I'idea di un tempo
immaginario, la teoria diviene formalmente corretta...
L’idea ¢ di esprimere e ™ come un limite
() e ™ = lim (e_it% e_it%)n
n—o0

e quindi di trattare gli esponenziali come nel caso dei gruppi di Lie (cfr. [I,
§15.3]). Allora, dato che il nucleo di e~H0 &

]_ " Z"Ify‘2

. . _gHo v\
il nucleo di (e e ”n) &

2

K(")(:p,y|t):< \2/;_’%) / el gy oo,

dove abbiamo posto

n n

S( 20, .., Tplt) = %‘xkl ] (ﬁ) SV (E)

k=1 k=1
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che e 'approssimazione dell’azione

s =y [ S [ View)as

per un cammino poligonale che attraversi gli x; al tempo kt/n. Al limite,
I’espressione formale

K(x,y|t):/eis(w) dw

¢ quindi valida, per il nucleo integrale di e ™ ove con dw intendiamo

I'integrale esteso a tutti i cammini fra x e y al tempo t.
Quello che c¢i manca per rendere conto della formula (x), e quindi chiudere
il cerchio, e il seguente teorema.

Formula di Trotter 11.1 Se A e B sono operatori autoaggiunti®> in uno
spazio di Hilbert separabile H tali che A+B, definito sul dominio D(A)ND(B),
sia autoaggiunto, allora

; . jtn i\
MATE) — Jim (eZA elB>

n— o0

(dove il limite é nella topologia forte). Se inoltre A e B sono limitati infe-
riormente, allora

i . _atn_stn\ T
e HATE) — im <e Yae ZB)
n—o0

DIMOSTRAZIONE: (Nelson) Siano
St _ eit(AJrB)’ V, = eitA’ W, = eitB’ U, = V;W,
e sia, per qualche v € H, ¥, = Sp. Allora

105y = U9l = ”(St/n Uiy + Ut/”St/n Ui+ -+
Utr;nlst/”_ t/n )’QZ)H

nZ Upjn (St/n — Us/n)Sim 71) 1/f||

<n swp [(St/n = Usym) |

23Non necessariamente limitati, quindi densamente definiti.
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Inoltre, se ¢ € D(A)ND(B),

1
lim =(S; — 1)p = i(A+ B)g,

Jim —( ) =1(A+ B)y

li 1(U 1) li Vl( 8B 1)+1(V 1)
m —(Ug — = lim s— e — — (Vs —
s—0t S 14 s—0+ S S 14

=1VyBp + lim ! (eiSA — 1) %

s—0t S

= 1By +iAp

Ne viene quindi
lim (n|(Sin — Usyn)ell) = 0

s—0t

che, unitamente alla disequazione scritta poco sopra, ci dice che [|(S;=Uy), )¢ || —
0. Se i nostri operatori fossero ovunque definiti, quindi continui, avremmo con-
cluso: invece abbiamo che le relazioni appena dedotte valgono nello spazio di
Banach D = D(A) N D(B), normato da

lello = (A + B)ell + ¢l

In esso, la successione {n(S;/, — Uyn)} ¢ infinitesima in norma, quindi ¢ una
successione di operatori continui da D in H, tali che

Vo ) In(Sym = Uym)ell < o

neN

Ma allora, per il teorema di Banach—Steinhaus (cfr. [1, §6.5]) esiste una
costante C' > 0 tale che

[7(Stym = Uym)ll < Cllglip

Questo ci dice che il limite ||(S; — Uy}, )¢|| — 0 ¢ uniforme sui compatti di D.

Per concludere la dimostrazione non resta che notare come, dato 1) € D,
la funzione F': [0,t] — D definita come F(s) = 15 = St € continua, dunque
insieme {1, }scjo,4 © compatto in D, da cui

lim n sup H (St/n — Ut/n) z/JSH =0

o0 5e0,t]

il che implica, per la disuguaglianza piu sopra dimostrata, che || (.S;— [}n)z/)H —

0, ciod che S; = **8) ¢ limite forte degli Uy, .

QED
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12 Formula di Feynmann—Kac

Possiamo finalmente dimostrare la celebre formula di Feynmann—Kac, che
lega il semigruppo e~*# all’integrale di Wiener.

Teorema 12.1 Se B = C,(RY) ¢ lo spazio delle funzioni continue nulle
allinfinito, V€ B, du = dx @ dW é la misura di Wiener su R® x B e
H = Hy+V ¢ autoaggiunto su D(Hy) allora, per ogni f,g € B:

(1. )= [ Tstet) e |- [ Vists)as| dute)

dove, dato che s — V(w(s)) e continua per quasi ogni w, fot V(w(s)ds puo
intendersi come integrale di Riemann.

DIMOSTRAZIONE: Usiamo immediatamente la formula di Trotter:
(fy e Mg) = lim (1, (e "o V) g)
n—oo
Ma, per il teorema 8.5 si ha allora che
/fo(w(SO)) o fulw(sa)) dp(w) = (fo, e 0 fy e f )

ove, al solito, tp = s — sp_1, da cui

(%) (f, e tHg hm /f t) exp [—%ZV(w(tk/n))] dp(w)

lim — ZV (t/n)) /0 V(w(s)) ds

n—oo N,

per quasi ogni w. Inoltre si ha

< [F@(O) g(w®)] | explt|V o]l

Sempre per il teorema 8.5, si ha pure che

/|f Nl g(w(®)] di = (Lf], & ]g]) < oo

ciod che |f(w(0)||g(w(®)] | exp[t||V]ls]] € L, il che consente di applicare il
teorema della convergenza dominata alla (x), trovando quindi la tesi.
QED
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La formula del teorema precedente coinvolge la misura dy = dx ® dW su
R™ x B, cioe integra lungo cammini del tipo = + w(¢). Il risultato originale
di Feynmann, e lo spirito della nostra trattazione, che guardano a W; come
all’oggetto centrale, chiedono una riformulazione di questo risultato in termini
della sola misura di Wiener. Precisamente si ha

Teorema 12.2 Se V € B e H = Hy+V € C(RY) allora, per ogni f €
C(RN):

()0 = e~ Vo) as| vy am

DiMOSTRAZIONE: Notiamo innanzi tutto che ponendo

(e f) (x) = J;_ﬂ / 3 fy) dy

definiamo in C(R¥Y) un semigruppo continuo di operatori e, per funzioni in
C(RM) N L®(RY), si ha (cfr. teorema 8.1)

E[fi(W(s1)) - fa(W(sn))] = (e fy - e_(s"_snfl)Hofn) (0)

Allora, la formula di Trotter in C'(RY) N L=(RY) ci permette di ottenere la
tesi come nel caso del teorema precedente.

QED

La validita di questi risultati dipende sensibilmente dal tipo di regolarita

di V, che nei problemi applicativi puo avere comportamenti anche capricciosi:

per esempio, se V' & limitata si pud espandere 'integrale [ V(w(s))ds in serie

di potenze, mentre se V(z) — oo per |r| — oo & necessario considerare
particolari condizioni di crescita.

Esempio 12.3 Consideriamo 'equazione di Schrédinger che regola la dina-
mica quantistica non relativistica in finiti gradi di liberta: se H = L*(RY)
e lo spazio di Hilbert delle funzioni d’onda, vogliamo studiare una particella

libera di massa 1 (la cui hamiltoniana é Hy = —A/2) soggetta al potenziale
V(x,t); se H= Hy+ V, I'equazione di Schrédinger é
0

aw(ﬂfa t) = ZH?/J(% t)

U(x,0) = ¥(x)

Le soluzioni si ricercano in L*(RY). Ora, se V non dipende da t e soddisfa
alle condizioni che implicano che H é autoaggiunto, allora la

U(t) — eitH
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definisce un gruppo ad un parametro tale che

S Ut)e = iHU 1))

Pertanto 1p = U(t)p risolve 'equazione di Schrédinger (questo é 'approccio
di Weyl-von Neumann alla teoria).

In generale, se consideriamo

Pl = [ |- [ Viatas] aw

e se V ¢ tale che l'operatore H ammetta un sistema di autofunzioni {f,}
normalizzate di autovalori {\,}, cioe

allora € noto che F' puo esprimersi come

gl =yl F(z,ylt) =Y e ful2) fuly)

n

ove g ¢ un nucleo di Gauss. Ne segue che, ponendo

Y(z,9[0,t) = g(z — y[t) F(z,y|t)

e possibile dimostrare la

¢($>y|t1,t2):/ V(@ ylto, t1)Y(z, ylts, t2) dy

e quindi che t(z,x|0,t) & soluzione fondamentale dell’equazione di Schro-
dinger.

13 La formula di It6

Poiché si tratta della costruzione che sta alla base del calcolo stocastico,
che trova innumerevoli applicazioni in fisica e nella finanza, voglio concludere
queste note dando la definizione “costruttiva” dell’integrale di Wiener che si
puo far risalire a It6: come notevole applicazione ne trarremo la celeberrima
formula di It6, sovente citata e dimostrata in modo trasandato e impreciso in
molti testi di finanza.



78 NOTE DI PROBABILITA: PROCESSI DI WIENER ED APPLICAZIONI

Lemma 13.1 Se, per a >0 en € N, definiamo
k kE—1
v(z) - ()

(1) a<2 = f(W,n,a) — oo.
(2) a=2 = f(W,n,a) — 1.

«

fW,n,a) = Z
k=1

allora:

3) a>2 = f(W,n,a) — 0.
dove i limiti sono intesi in probabilita e, nei casi (2) e (3) anche in LP.

DIMOSTRAZIONE: Poniamo

= [lare i
Co=—— [ |x|%€ T
V2T

(di modo che ¢ = 1), e
k E—1\|" Co
g E e — g
- () (5]
Dato che, al variare di k, le variabili W (2%) 4 (k;nl) sono indipendenti, si
ha che
2m k k 1 « 2
E A I _ _
<Z W <2n) W ( o ) d(n,a))
k=1
o
k k—1
| () - (5)
k=1
= k k-1
< E — ) -
e | (z) - ()

(si rammenti che E[(X — E[X])?] < E[X?]). Dunque

a—ﬂman

2a
] = 2"d(n, 2a)

E Hf(W7 n, Oé) . 2n(17%a)caH < 2”(1704)620[
Se o < 2 allora, per ogni k fissato e n abbastanza grande si ha

1 a
Ze,2"(178) 5
20
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Per questi n si ha pure che

E[f(Wn,a) <K <E |7 - 2"08e, < —,2°079)| <

Ma allora, per il lemma di Borel-Cantelli, f(W,n,a) > k per questi n
abbastanza grandi e, dato che k & qualsiasi, abbiamo la (1).
La (2) segue in modo analogo, solo che in questo caso si stima

Eflf =1 > €

invece di E[f < k| e nella (3) si stima E[|f| > €. QED

La nostra intenzione e di definire 'integrale di Wiener cominciando dal
caso di funzioni C' come

! > m—1 m m—1
Joomaw =g 32 (w (%52)) (w () - (%) )
[to riesce a dare significato a questa espressione nel senso della convergenza
puntuale: qui ci contentiamo di quella L?. Prima di dimostrare il teorema di

convergenza, svolgiamo una fondamentale osservazione.

Notiamo per prima cosa il fatto importantissimo che gli incrementi usati
nella somma il cui limite da l'integrale (secondo la formula precedente) sono
“futuri”, vale a dire calcoliamo f nell’estremo inferiore di un intervallo e la

moltiplichiamo per la differenza fra gli estremi; il motivo di questa scelta sara
chiaro una volta che si sia calcolato fol W dW , come segue: se poniamo

L= (v () (w3 - (%))
LS () (v () - (75))
allora, per ogni n si ha W (1)? = I.(n) + I_(n), dato che
&)+ () (G- ("))
= () - ()

Ma per il lemma precedente abbiamo che I (n) —I_(n) tende a 1 se n — oo,
cioe che

lim IL(n) =
n—oo

(W(1)*+1)

DO | =
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Ne viene, tenendo conto che W(0) =0,

1
1
/ Wdaw = = (W(1)>—1)
0 2
il che mostra che le ordinarie regole del calcolo integrale non valgono per
espressioni di questo tipo: infatti [z dz = %xQ.

Attenzione: si potrebbe pensare di ovviare questa stranezza definendo
fol W dW come il limite di 2(I_(n) 4+ I;(n)), col che si avrebbe la formu-

. . 1
la usuale; ma un momento di riflessione mostra che fo W*dW non sarebbe

comunque pari a =5 W* per k > 1.

Teorema 13.2 Se f € CY(R) e sia f che f' sono limitate allora il limite

[ S (25)) (o) ()

esiste in L?[0,1] ed inoltre

/01 FOV) dW

2 1
_E U f(W(s))%zs]
0
DIMOSTRAZIONE: Sia

I(5) = mzq’” } mzf (=) (v G- ()

Per k # j abbiamo che E|g,q;n] = 0, essendo per k < j un fattore di

|44 (;—n) - W (]2;”1) indipendente dagli altri addendi che formano g ,,q;», ed

essendo E [W (2%)} = 0.
Inoltre, f (W (m’l)) e indipendente da W (ﬂ) -Ww (m’l) sicché

e
)]

Ma dato che sia f che W sono continue, abbiamo che

o () - [

E ¢, =E

vale a dire

TN = E
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e dato che la sommatoria ¢ dominata da || f]|2,, bastera mostrare la conver-
genza di J,,(f) per avere la tesi del teorema.
Ed in effetti un calcolo analogo ai precedenti mostra che
2n—1

(v () - (v (32))]

on ] 2
1 2m + 1 2m
§2n+1CZE (W( on+1 ) _W(2n+1)) ]
m=0

C
2n+2

dove C' = || f'||%, (di modo che |f(z) — f(y)|*> < Clz — y|?). Pertanto J,(f) &

una successione di Cauchy in L2, dunque convergente.

1 Toia () = Ju( I

QED

E possibile estendere questo integrale al caso di funzioni qualsiasi purché
soddisfino alla

B[ [ a0V ())%a5] < o0

(per esempio se f € L° N L? intorno allo zero), potendosi in questo caso
definire, per qualsiasi a,

/0 FOV($))xa(W (5)) ds

Di nuovo sfruttiamo la continuita di W in [0, 1], che ne implica la limitatezza
e quindi, fissato W, il fatto che il limite

1
iy [ X (W (5) SOV () ds
a—=0 [,
esiste finito (quasi ovunque rispetto a W) e, se a ¢ abbastanza grande, non
dipende da a.

In altri termini stiamo estendendo 'integrale da C* a L? per L*-continuita,
ciod stiamo definendo una mappa lineare (che poi ¢ una isometria) L*(0,1) —
L3(C(0,1),dW).

Inoltre, questo integrale puo chiaramente definirsi rispetto alla misura di
Wiener: basta integrare lungo la parte N-dimensionale usando la misura di
Lebesgue

/ flwls)) ds
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La costruzione e la stessa, con la differenza che

e[ [ o] = [1swra

In questo modo abbiamo un integrale fot f(w(s)) dw per quasi ogni cammino
w.

Formula di It6 13.3 Se f : RY x [0,T] — R che sia L* assieme ai suoi
differenziali primi e secondi lungo la componente RN e f' lungo la componente
[0, T allora per quasi ogni w:

F(w().t) = F(w(0),0) + / Vf(w(s), 8) du

;/Af ds+/f

DIMOSTRAZIONE: Per argomenti di densita ci possiamo limitare al caso f €
C§°: cominciamo con lo scrivere

fw(®),t) = f(w(0),0) = Ay + By + Ch,

dove, ponendo éwy, ,, = w(m2™") —w((m —1)27"), abbiamo definito
= m—1 m —1
A =
n leVf (w (t on ) )t on )5wn,m
271
m m—1 m —1 m—1
B,=>_ [f (w(tQ—n> T ) —f(w <t o ),t o )} — A,

m=1

2”

=L (55~ (o (5) )

m=1

Ovviamente queste definizioni un po’ artificiali si ispirano al lemma 13.1 e
sono fatte in modo che

lim A, = /t Vf(w(s),s)ds
" 0

(in L?). A questo punto notiamo le seguenti disuguaglianze, che seguono dalla
definizione di gradiente e laplaciano (in senso debole):
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(1) |f(z) = fly) = V) (r—y)

D A e

< Clz—vyl?
OynOyy =l vl

(2) If(@,t) = f(z,5) = ['(2,5) (t = 5)| < C|t — s

Utilizzando la (1) possiamo dunque affermare che B,, € pari, a meno di un
termine additivo infinitesimo (nel senso L?) a

p 1 0% f m—1\ m—1
o 5mz Z OynOyy, (w ( on ) " on ) (0wn,m ) n(0Wn.m )k

che, come nella dimostrazione del lemma 13.1, ¢ pari, sempre a meno di un
termine additivo infinitesimo L?, a

, 1 82f m—1 m—1 5hk
B"_ﬁzzayhﬁyk(w( 2 ) 2 )2_”

Ne viene pertanto che, nella convergenza L2,

liTanBn = %/t Af(w(s),s)ds

0

Infine dalla disuguaglianza (2) segue immediatamente che

lim C,, = /t [ (w(s),s)ds
" 0

QED

La formula di It6 ¢ una formula integrale che un ruolo analogo alla formula
di Taylor, o meglio al teorema di Lagrange, nel caso del calcolo stocastico:
spesso la si scrive nella notazione simbolica

df:Vfdw+f’dt+%Afdt

Come si vede il fatto “bizzarro” € che nell’espressione differenziale (del primo
ordine) compaiono le derivate seconde!
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Esempio 13.4 Consideriamo ancora Hy = —%A e sia

flz,s) = (e Mg)(x)

di modo che " = Hy [ cioé f' + %Af = 0: se applichiamo il lemma di It6
abbiamo allora che

f(W, t) :f(WO,O)+/O Vf(Ws, s)dW

Se invece H = Hy+V e f(x,s) = (e"""9"g) (), ne viene

() F(Wit) = F(Was) + / V(W ) dW + / VW) f(Wu) du

In particolare

f(Wo,0) = f(W, 1) / Vf(Ws,s)dW — / f(Wy,u) du

Usando la formula di It6 e possibile dare una dimostrazione “diretta”
della formula di Feynmann—Kac: cfr. [12, §V.14] per una trattazione elegante
orientata alla teoria quantistica, o [0, §4.4] per un approccio piu analitico piu
orientato alla teoria delle equazioni differenziali. Per le applicazioni finanziarie
si puo consultare [11] che fornisce una introduzione formalmente corretta ai
metodi stocastici in finanza.
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