CAPITOLO 9

ALGEBRE DI BANACH E C*-ALGEBRE

In questo capitolo introduciamo le algebre di operatori: in realta definiamo
una classe piu generale di oggetti, le algebre di Banach, che combinano una
struttura di spazio vettoriale normato e di algebra associativa: gli esempi che ci
interessano sono le C*-algebre di operatori, delle quali ci occuperemo nei capitoli
seguenti; comunque nel caso commutativo, queste algebre sono algebre di fun-
zioni, e come esempio chiave analizzeremo in dettaglio il caso dell’algebra delle
funzioni continue su uno spazio di Hausdorff compatto, dimostrandone tutte le
principali proprieta. In appendice al capitolo diamo dei rapidi cenni di analisi
complessa, per rendere indipendente la nostra esposizione autosufficiente.

9.1 Algebre di Banach

Osserviamo che se A : X — Y ¢ un operatore lineare e B € B(Y, Z) allora

I'operatore composto
Bo A(x) := B(Ax)

¢ lineare (ovvio) e limitato:
1B o A(z)[| < [|BI] [[Az[| < [[A[l [|BI] [l«[|
cioe
|BA[| < [|A[['][B]]

Se X =Y = Z lo spazio vettoriale B(X) := B(X,X) ¢ un’algebra rispetto
al prodotto dato dalla composizione di operatori ed ¢ normata nel senso della
seguente

9.1.1 Definizione Un’algebra (associativa sui complessi) A si dice normata se,
come spazio vettoriale, ¢ normato e la norma e compatibile col prodotto:

Va,be A labl| < |lal| [|0]
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Se un’algebra normata A é uno spazio di Banach rispetto alla sua norma, si dice
algebra di Banach.

Osserviamo che un’algebra di Banach, dal punto di vista algebrico, & sempli-
cemente un’algebra associativa, non necessariamente commutativa e non neces-
sariamente dotata di un elemento identita.

9.1.2 Esempio
(1) Se X ¢ uno spazio di Banach, allora B(X) ¢ un’algebra di Banach.

(2) Ogni algebra di dimensione finita ¢ un’algebra di Banach, dato che uno
spazio di dimensione finita é di Banach rispetto a qualsiasi norma si possa
immaginare.

(3) Se dim X < oo allora B(X) é I'algebra degli endomorfismi di uno spazio
vettoriale, cioe I'algebra completa delle matrici M, (C): una norma che
tipicamente si considera sullo spazio delle matrici (reali o complesse) &

| Al| = nmax|a]|
Z7j

ove ((ai;)) = A sono le entrate della matrice. Ovviamente rispetto a ||.||
M,,(C) & uno spazio normato: é inoltre un’algebra di Banach, dato che

E airbjk
k

B N ]
- n n

n n

||AB|| = n max
Z7J

< nmax Y |a| |bi|
1,7 k

= [A[|B]

J/

Vv
n volte

Introduciamo un po’ di terminologia: ovviamente una sottoalgebra di un’al-
gebra normata A ¢ un sottospazio vettoriale che sia anche un’algebra rispetto al
prodotto indotto da A: avra interesse particolare considerare sottoalgebre chiuse.
Un morfismo ¢ : A — B di algebre normate € un operatore lineare e continuo
che sia anche un omomorfismo di algebre: p(ab) = p(a)p(b). Evidentemente le
algebre normate formano una categoria.

Sia A un’algebra normata e S C A; se a(S) denota la sottoalgebra generata
da S allora a(S) € una sottoalgebra normata di .A. Infatti la mappa

AxA— A
(A,B) — AB
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e continua (su A4 x A si mette la topologia prodotto). Per vederlo basta osservare
che
A.B, — A,B+ A,B—AB=A,B,—B)+ (A,—A)B

e quindi che

|An By — AB|| < ||Aul[ [|Br — BI| + || An — Al [|B]|
< c|[Bn = B[ + [|An = Al || Bl #n === 0

(dato che A,, — A).
Quindi {A,},{B,} C a(S) implica AB € a(S): cioeé la chiusura di una sot-
toalgebra e una sottoalgebra.

Un caso interessante ¢ quando X = H ¢ uno spazio di Hilbert: ad un elemento
A dell’algebra di Banach A = B('H) si associa la funzione

(z,y) = (z, Ay)

che € una forma sesquilineare limitata su A:

[{z, y) | < [[A[] l2[] ]yl

(per la diseguaglianza di Schwartz). Viceversa, se (,) ¢ una forma sesquilineare
limitata sullo spazio di Hilbert H allora, fissato x € H, la mappa y — (x,y) &
un funzionale lineare limitato di norma N tale che

[z, =) < N|z]]
Ma allora, per il teorema di Riesz, esiste 2’ € H tale che
VyeH (z,y) = (2'y)

In modo analogo, fissando vy, si ottiene la forma antilineare © — (x,y) e di
nuovo, per il teorema di Riesz (o meglio per il complesso coniugato del teorema
di Riesz...), deve esistere y' € H tale che

VeeH (z,y)=(z,y)

Dunque ogni forma sesquilineare limitata ¢ del tipo (,) ed esiste un operatore
A € B(H) tale che ¢ = Ay e (z,y) = (z, Ay) con ||A]| < ||(,))]]-
Si noti che in realta ||(,)|| = ||A|: infatti

1= sup [{z, y)[ = [[A]l

z,yeH1
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dato che M|(z, Ay)| |ly|| < 1 (denotiamo con H; l'insieme dei vettori di ‘H di
norma minore o uguale a 1).
Dalla discussione precedente si ha che la forma

(z,9)" = (z,9y)

¢ sesquilineare limitata e si dice forma aggiunta di (,). Ovviamente

=11

e Poperatore A* tale che, per ogni z,y € H: (z,y)* = (x, A*y) si dice operatore
aggiunto dell’operatore A.

Per ogni A € B(H) esiste dunque un unico operatore aggiunto A* € B('H) tale
che

(Az,y) = (y, Ar) = (2, A"y)
La corrispondenza A — A* & una involuzione di algebre in B(H): cioe B(H) e
una *-algebra.

9.1.3 Proposizione Se A ¢ un’algebra normata con involuzione *:
(1) (aA+bB)* = aA* + bB*.

(2) (A7) = A,

(3) (AB)* = B*A*.

9.1.4 Definizione Una *-algebra normata ¢ un’algebra A normata che sia an-
che una *-algebra in modo che

vAc A |All = []A7]

Abbiamo appena visto che B(H) ¢ una *-algebra normata. In realta la norma
in B(H) possiede una proprieta ben piu notevole. Infatti, dato che

1AI* = Sup | Az|[*
[|Az||* = (Az, Az) = (1, A*Ax) < ||A* Azl|
(per la disuguaglianza di Schwartz) allora

|A|[* < sup ||A"Az|] = [[A"A]| < [|A"|| [|A]] = [JA]] [|A]| = [|A]]*

l|lzf]<1

e quindi
AT Al = || A
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9.1.5 Definizione Una *-algebra di Banach A tale che, per ogni a € A:

(*)

la*al| = [|al|?

st dice C*-algebra e la proprieta (%) si dice identita-C*.

In una C*-algebra A ogni *-sottoalgebra chiusa ¢ una sotto-C*-algebra.

9.1.6 Esempio

(1)

(2)

La C*-algebra B(H) non é commutativa: infatti due operatori in generale
non sono commutabili (a meno che H = C e quindi B(H) = M;(C) =

C\{0}).

Consideriamo le funzioni continue (a valori complessi) C'(X) definite su
uno spazio topologico compatto X. Si tratta di uno spazio vettoriale che,
rispetto alla norma

1f1] = max|f(z)]

e uno spazio di Banach. Se poi consideriamo le operazioni

(f - 9)(x) == flx)g(x)

(f) (@) = f(x)

allora C'(X) diviene una C*-algebra commutativa.
In seguito dimostreremo che, in un certo senso, si tratta del modello pit

generale di C*-algebra commutativa. Osserviamo che la funzione 1 che vale
identicamente 1 su X sta in C'(X) e ne costituisce I'identita:

VieC(X) f-1=1-f=Ff

Un altro esempio di C*-algebra commutativa strettamente imparentato con
C(X) e quello delle funzioni continue a supporto compatto definite su uno
spazio topologico localmente compatto X : C.(X). La norma é la medesima
di C(X) (dato che il luogo dei punti ove un elemento di C.(X) ¢ diverso
da zero é compatto ha senso parlare di massimo su tutto X ), come pure le
operazioni di prodotto e *. Osserviamo che tuttavia C.(X) non possiede una
identita, dato che la funzione identicamente 1 (unico candidato possibile)
non ha supporto compatto.

9.1.7 Definizione Un elemento a€ A di una *-algebra si dice normale se a*a =

*

aa*, e si dice autoaggiunto se a* = a.
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Considereremo sempre algebre di Banach con unita 1.

9.1.8 Definizione Se A ¢é un’algebra di Banach, un elemento A € A si dice
invertibile se esiste B € A tale che

AB=BA=1
Si scrive in tal caso A~ = B.

Un’algebra di Banach possiede sempre elementi invertibili, come segue ad
esempio dal

9.1.9 Lemma Per ogni B € A tale che ||I — B|| <1 si ha che B€ A™".

DIMOSTRAZIONE: Scriviamo A := I — B. Allora l'ipotesi ¢ che ||[A|| < 1 e
possiamo prendere la serie formale

(I—A)y =) A

Si tratta in realta di una serie convergente, dato che converge assolutamente (cfr.
proposizione [6.1.9)): infatti la serie numerica

DA =D lAATT < YA AT < < Y ALY

n>0 n>0 n>0 n>0

converge dato che ||A|| < 1. Quindi la serie ) ., A" converge ad un elemento
CeA, esiha

N N
cp = (I_H}ZA ) 5= Jim > (4°5)
N
= lim AM(Iy) = lim (I - AV =1-0=1
NF—%wnZO N—00

(abbiamo usato la continuita del prodotto in A ed il fatto che se una serie
converge il suo termine generico tende a zero).
In modo analogo si trova BC' = I.
QED

Osserviamo che

17 =A) | =

> A"

n>0

1
<> AT Al = T[4l

n>0 n>0
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ed in modo analogo

Al

I—-A)—" -1
I 1= < T

D A <

n>1

Da cio segue la continuita della mappa A —— A~! nel punto I € A, e questo
significa che se consideriamo I'insieme A~! degli elementi invertibili di un’algebra
di Banach, questo € un gruppo topologico (rispetto alla moltiplicazione in A) per
la topologia della norma (cfr. capitolo ??: evidentemente & localmente compatto
solo se 'algebra di Banach ha dimensione finita.

9.1.10 Esempio Se A = M,,(C) allora A~' ¢ il gruppo lineare generale GL,,(C)
formato dalle matrici invertibili a coefficienti complessi.

9.1.11 Corollario Se A ¢ un’algebra di Banach e B€ A" allora per ogni e > 0
esiste un intorno U, di B in A tale che

VAcU. ||[A'-Bl<e

DIMOSTRAZIONE: Infatti A = A™!BB~! e quindi A1 - B! = (A"'B-I)B™!
l.e.

1A~ =B < [JA7B—1I] ||B~"]]

Ma A7'B = (B7'A)~! e quindi basta esibire un intorno di B tale che, per ogni
suo elemento A si abbia ||[A™'B — I|| < e.

Consideriamo A = B(X —1I) di modo che B™'A =T — X e quindi se || X]| < 1
allora B~!A ¢ invertibile e quindi A ¢ invertibile. Cosi scegliamo X in modo che
soddisfi alla

_ - [1X1] -1
1AT'B —1|| = || - X)™ = I|| < <el|B~]
1—[]X]]

ottenendo
IB'A-1I|| =B~ (A= B)|| < [|B7'| ||[A- Bl

Ma allora, per ||A — B|| < ||[B~!||7'4., abbiamo il risultato voluto.
QED

Consideriamo un esempio di algebra di Banach che puo non essere una C*-
algebra. Sia L'(R™) lo spazio di Banach delle funzioni integrabili rispetto alla
misura di Lebesgue. I risultati del capitolo precedente sulle convoluzioni e le
trasformate di Fourier possono riassumersi con il
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9.1.12 Teorema Lo spazio di Banach L*(R™) ¢ un’algebra di Banach commu-
tativa rispetto alla convoluzione.

DIMOSTRAZIONE: Ricordiamo che la convoluzione di due elementi di L'(R™)
come

frgla) = / " Fw)gla — y)dy

Sappiamo (proposizione [[LA3)) che la convoluzione rende L'(R) un’algebra asso-
ciativa; dimostriamo dunque che ¢ un’algebra di Banach. Infatti

||f*9||1:/‘/f(y)g(x—y)dy‘dxé//If(y)llg(x—y)ldydfv
= [ [1ste = w)lazlsiay = [ lo@lds [ 1sldy =111 gl

QED

Lo stesso ragionamento potevamo farlo nel caso L!(T), per quello che sap-
piamo sulle serie di Fourier; osserviamo che sia L'(T) che L'(R") non hanno
un elemento neutro (tuttavia posseggono delle “identita approssimate, o “nuclei
approssimanti: ne abbiamo costruite una famiglia, quando abbiamo considerato
il nucleo di Fejér).

Notiamo infine che I’algebra di Banach L!'(R") (cosi come L(T)) possiede
una involuzione:

fr(x) = f(=x)

Tuttavia L'(R") ¢ una *-algebra ma non una C*-algebra in generale.

9.2 L’algebra C(X)

In questo paragrafo ci concentriamo sulla C*-algebra commutativa C'(X) delle
funzioni continue definite su uno spazio di Hausdorff compatto. Per essere precisi
dovremmo specificare se le funzioni in C'(X) sono reali oppure complesse: i risul-
tati che otterremo possono formularsi in ambedue i casi. Nel seguito, comunque,
con C(X) intenderemo sempre le funzioni continue complesse, denotando con
Cr(X) quelle reali.

Consideriamo uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto X e
I'algebra di Banach commutativa C.(X) delle funzioni reali continue a supporto
compatto su X.

9.2.1 Definizione Un funzionale I : C.(X) — R lineare si dice positivo se
per ogni f € Co(X): f>0=I(f)>0.
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Il seguente teorema e stato anticipato quando abbiamo considerato le distri-
buzioni di ordine zero (cfr. esempio B4 4] e seguenti).

9.2.2 Teorema (RiESZ-MARKOV) Se I e un funzionale lineare positivo sul-
Ualgebra C.(X) delle funzioni reali continue a supporto compatto definite su uno
spazio di Hausdorff localmente compatto X allora esiste un’unica misura di Borel
w su X tale che

vFeCuX) 10 [ du

DIMOSTRAZIONE: Dovremo usare alcune delle nozioni di teoria della misura (ca-
pitolo ?7). Precisamente, per costruire la nostra misura di Borel considereremo
una misura esterna topologicamente regolare (definizione [L.5.0]), usando il criterio

157

Per ogni aperto S C X definiamo l'insieme
Mg :={feCX) | feC.X,]0,1]), supp f C S}

e la funzione

7S = sup I(f)

feMs

Si tratta di una funzione a valori in [0, 00] definita su tutti gli aperti di X,
monotona, finita sugli insiemi limitati e che soddisfa l'ipotesi (5) del teorema
457 Dimostriamo che si tratta di una funzione numerabilmente subadditiva
sugli aperti: sia S = US; esia f€C.(X, [0,1]) e supp f C S; consideriamo ora una
partizione dell'unita (teorema 230), cioe una famiglia di funzioni non-negative
©1, ..., on € Mg, tali che

Vo esupp f Y pix) =1

=1

Allora f =Y. ¢;f e quindi

[(f)zzl(%f) SZﬁSi SZHSi

Passando al sup per ogni f € C.(X) si trova

ns < > s,

=1
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cioe la subadditivita numerabile di 7.

Ora dimostriamo che 7 soddisfa alle altre ipotesi del teorema 5.7 col che
potremo dedurne che si estende ad una misura di Borel (quasi-regolare) su X.
Se §=S51USy con S1NSy =0 ese fi€Ms, e fo € Ms,, allora f; + fo € Mg, cioe

I(f1) + I(f2) < m(9)
Al variare di f; € Mg, e di fy € Mg, otteniamo dunque
1Sy + Sy < 1S

quindi
Sy + @Sz = 1S

Con cio la funzione 1z soddisfa tutte le ipotesi necessarie perché possa estendersi
ad una misura boreliana p su X.
Ora mostriamo che

VFeCX) 1) = [ fdu

Dato che ogni f € C.(X) & differenza di funzioni non negative, possiamo limitarci
al caso f > 0 e, per linearita, possiamo anche assumere che f < 1.
Sia dunque S un aperto limitato tale che supp f C S e sia

Spi={zreX |nf(zx)>k—-1}

(si noti che Sy = S e Sy =0 per k > n). Ovviamente

Sk1 C Sk
e definiamo quindi
1 se r € Ski1
op(x) =<nf(r) —k+1 sex€Sp\ Sk
0 sex € X\ Sk

Allora
1 n
f= n Z Pk
k=1
e si ha supp ¢, C Si C Sp_1 € ¢ = 1 su Siy1. Quindi

VE>1 TSkpy < I(pr) < Sk
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VE>1 RSpn < / oxdfi < TiSi
X

Ne segue che
—uS1 < Z (I(SDk) —/ ka) < @So + 151
k=1 X

da cui

'I(f)— / fdu‘ =

Ma n era arbitrario e quindi troviamo I(f) = [ fdp.
QED

Questo teorema e di cruciale importanza perché ci fa vedere come le misure
possano considerarsi funzionali lineari sullo spazio C.(X): in particolare ci for-
nisce una caratterizzazione dei funzionali lineari positivi su Cr(X) se X € uno
spazio di Hausdorff compatto, cosa che ora torneremo a supporre.

Il risultato preliminare che ci occorre afferma che ogni funzionale lineare li-
mitato su Cr(X) ¢ differenza di due funzionali lineari positivi: in realta questo
risultato non dipende dalla natura dello spazio Cg(X), ma puo formularsi in una
maggiore generalita.

9.2.3 Definizione Uno spazio vettoriale L di funzioni (qualsiasi!) a valori reali
definite su X si dice reticolo vettoriale se per ogni f, g€ L anche max(f, g), min(f, g)€
L.

Imponendo la solita norma || f|| = sup,¢x | f(2)| un reticolo vettoriale diviene
uno spazio normato.

9.2.4 Lemma Se L ¢é un reticolo vettoriale di funzioni reali limitate definite
su un insieme X e se 1 € L allora per ogni funzionale lineare limitato F su L
esistono due funzionali lineari positivi F'y e F_ tali che F = F, — F_ e

[ = F (1) + F-(1)
DIMOSTRAZIONE: Se f € L ¢ non-negativa poniamo

Fu(f) = swp F(y)

0<p<f
Allora
(1) Fy(f) = 0.
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(2) Fi(f) = F(f).
(3) Ve 20 Fi(cf) = cFi(f).
Se f,g € L sono non-negative e 0 < p < f e 0 <9 < g allora

Fi(f+9) = F(e) + F(¢)

e, passando al sup su tutte le ¢ e ¥:

Fo(f+9) > Fo(f) + Fi(g)

Ma, se 0 < x < f+g allora 0 < max(chi, f) < f e quindi 0 < y —max(x, f) < g,
sicché

F(x) = F(max(x, f)) + F(x —max(x, f)) < F.(f) + Fy(g)

Passando ancora al sup su tutte le x:

Fo(f+9) < F(f) + Fi(g)

cioe Fiy(f +g) = Fi(f) + Fi(g)-
Ora sia f € L qualsiasi e M, N > 0 costanti tali che f+ M, f + N > 0; allora

Fo(f+M+N)=F.(f+M)+F.(N)=F.(f + N) + F}.(M)
Fo(f + M) = Fo(M) = Fy(f + N) — Fy(N)

Quindi il valore di F (f+ M) — F, (M) non dipende dalla scelta di M: definiamo
dunque F(f) := Fy(f + M) — F.(M) ed il funzionale F, ¢ linearell,

Per le (1) e (2) sia F; che il funzionale lineare F_ := F; — F sono positivi e
si ha ovviamente F' = F, — F_.

Ora dimostriamo la relazione fra le norme: si ha sempre che

[EN] < [[E ]+ [F-[] = B (1) + F(1)

Per avere la disuguaglianza nel verso opposto consideriamo una funziona 0 <
@ <1diL;allora |29 —1]<1e

IF|| = F(2p — 1) = 2F(p) — F(1)
passando al sup per ogni ¢ otteniamo
1F[l = 2F (1) = F(1) = Fi (1) + F_(1)

QED

Da Fy(cf) = cFi(f) per ¢ > 0 e dato che Fy(—f) + Fy(f) = F+(0) = 0 abbiamo che
Fy(cf) = cF+(f) per ogni c.
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9.2.5 Teorema (RIESZ) Se X ¢é uno spazio di Hausdorff compatto e Cr(X) lo
spazio delle funzioni reali continue su X allora ad ogni funzionale limitato F su
Cr(X) corrisponde un’unica misura di Radon finita con segno v su X tale che

Vf € Cr(X) F(f)—/dey

e |[[F]| = [v[(X).

DIMOSTRAZIONE: Sia F' = F, — F_ come nel lemma. Allora per il teorema di
Riesz—Markov [0.2.2 esistono delle misure finite p e po tali che

Fo(f) = /X Fdpn F(f) = /X Fdps

Ponendo v := 1 — ps otteniamo una misura di Radon finita con segno tale che

F(f)= d
(5= [ sav
Ora calcoliamo la norma di F': si ha intanto che
[E(f)] S/ |flalv| < I f]] [v[(X)
X
Quindi ||F|| < [v|(X). Ma
W[(X) < pn(X) + pe(X) = Fi (1) + F_(1) = [|F]|

ie. [|F]| = [v](X).

L’'unicita e ovvia.

QED

Possiamo riformulare il teorema di Riesz dicendo che il duale topologico dello
spazio di Banach Cr(X) ¢ isomorfo allo spazio delle misure di Radon finite con
segno su X con la norma ||v|| = [v|(X).

Questo fatto rende immediate molte proprieta non banali dello spazio delle
misure, ad esempio il fatto che sia uno spazio di Banach. Un risultato del tutto
analogo vale per C'(X) relativamente allo spazio delle misure di Radon complesse.

Utilizziamo questi risultati per stabilire una proprieta fondamentale delle al-
gebre C(X) e Cr(X) (nel seguito con X denoteremo sempre uno spazio compatto
di Hausdorff). Osserviamo per prima cosa che 1'algebra C'(X) separa i punti di
X, vale a dire:

Vay # xo 3f € C(X)  f(21) # f(22)
Questo segue immediatamente dal lemma di Urysohn 2Z3.2]
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9.2.6 Esempio La proprieta di separare i punti di X e goduta da molte sot-
toalgebre di C'(X):

(1)

(2)

L’algebra dei polinomi definiti sull'intervallo della retta reale [0, 1] ha cer-
tamente questa proprieta.

Un esempio meno immediato é il seguente: consideriamo lo spazio

X:HDa

a€cA

ove
D, :={z€C||z]| <714}

e gli r, sono numeri positivi. Per il teorema di Tychonoff si tratta di uno
spazio compatto, che ¢ manifestamente di Hausdorff. Se consideriamo le
proiezioni di X sui suoi fattori:

Pa(T) := x4 € D,

si tratta di funzioni continue, cioé p, € C(X), che quindi generano una certa
C*-sottoalgebra (con unita) P in C(X) (si tratta semplicemente dell’inter-
sezione di tutte le C*-sottoalgebre (con unita) di C(X) che contengono P).
Un generico elemento di P si scrive

]

m ...mn,l A m Mn ‘1
D O e ()™ Doy (), (), ()

(con l;;m; > 0 ed i coefficienti zlaT:"ﬂilﬁl: appartenenti a C).

My

Questa sottoalgebra separa i punti: infatti se x # y sono elementi di X
allora esiste un « tale che po () # pa(y).

In ambedue gli esempi precedenti, le sottoalgebre in questione sono in realta
dense nelle rispettive algebre di funzioni continue, e questo segue dal teorema di
Stone—Weiestrass che ora vogliamo dimostrare: daremo un elegante argomento
di de Branges, sebbene il teorema possa dimostrarsi con tecniche essenzialmente
elementari.

9.2.7 Lemma (DE BRANGES) Se R ¢ una sottoalgebra di Cr(X) e K = {u €
RE| ||pl| < 1}, per ogni punto u estremale di K e per ogni funzione continua
f:R —(0,1) f ¢é costante sul supporto della misura .

DIMOSTRAZIONE: Se p = 0 certamente supp u = @) ed il lemma & banale. Cosi
sia pu # 0, quindi ||u|| = 1; definiamo le misure (di Radon) con segno

B = [ gan e ME)= [ (1=
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(E boreliano). Dato che f € R segue che v, A € R e quindi non sono nulle (dato
che f # 0). Dunque

v A
— —_— )\ e ——

€ una combinazione convessa di elementi di K, dato che

HV\|+|IAIII/delulJr/X(l—f)dlulZIMI(X)=HM|=1

Ma g € un punto estremale e quindi p = v/||v||, i.e. v = ||v||p:

[ san= [ Il

per ogni boreliano E. Dunque f = ||v|| |u|-q.0. Ma f & continua, quindi f = ||v||
sul supporto di pu.
QED

9.2.8 Teorema (STONE-WEIERSTRASS) Se X ¢é uno spazio compatto di Hau-
sdorff e R € una *-sottoalgebra di Cr(X) tale che

(1) TeR.
(2) R separa i punti di X.
allora R = C(X).

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo K = {u € R | ||u|| < 1}: si tratta di un insie-
me non vuoto, convesso e *-debolmente compatto (teorema di Alaoglu B2.12),
quindi, per il teorema di Krejn—-Milman B3.T0 contiene un estremale .

Supponiamo che il supporto di p contenga almeno due punti distinti z,y:
allora esiste f € R con 0 < f < 1 che separa i punti. Ma per il lemma di de
Branges questo ¢ impossibile; quindi supp p = {z}, dunque

/1d,u:0
X

(perché R contiene le costanti) i.e. u = 0. Ma allora K = {0} e quindi R+ = {0}.
Per concludere la dimostrazione applichiamo infine il teorema di Hahn—Banach:
se la chiusura di R non fosse tutta C'(X) dovrebbe esistere un funzionale lineare
non nullo in R, mentre abbiamo dedotto che R+ = {0}.
QED
Il teorema di Stone—Weiestrass puo formularsi anche per I'algebra C'(X) delle
funzioni complesse:
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9.2.9 Teorema (STONE-WEIERSTRASS COMPLESSO) Se X ¢ uno spazio com-
patto di Hausdorff e R ¢ una *-sottoalgebra di C(X) (cio¢ contiene, con ogni
funzione f la coniugata f*:= f) tale che

(1) TeR.
(2) R separa i punti di X.
allora R = C(X).

DIMOSTRAZIONE: Basta dimostrare che 'algebra reale

Ro:={feRI|f=["}

delle funzioni autoconiugate (cioe a valori reali!) & densa in Cr(X), e quindi che
soddisfa le ipotesi del teorema di Stone—Weierstrass reale. Evidentemente 1 € R,
quindi Ry contiene le costanti reali; che separi i punti € immediato: se x; # o
sono punti di X, esiste una funzione complessa F' che li separa, quindi delle due
funzioni reali o o

F+F F—F

f==3 R Y

almeno una separa i punti x; e xs.

QED

Come controesempio, vedremo in seguito che 'algebra A(D) delle funzioni
complesse continue nel disco chiuso D = {z € C | |z| < 1} olomorfe al suo
interno non soddisfa le ipotesi del teorema di Stone—Weierstrass (il coniugio non
¢ olomorfo).

Dimostriamo infine che lo spazio C'(X) gode di una notevole proprieta uni-
versale, postulata da Urysohn e dimostrata da Banach e Mazur: questa proprieta
si articola in due risultati estremamente interessanti.

9.2.10 Teorema Ogni spazio di Banach B ¢ isomorfo ad un sottospazio chiuso
di C(X) per un opportuno spazio topologico compatto X. Se B ¢é separabile puo
assumersi X = [0, 1].

DiMOSTRAZIONE: Utilizzeremo in modo essenziale le nozioni generali introdotte
nel capitolo sugli spazi vettoriali topologici.

Sia X la palla unitaria in V*: sappiamo dal teorema di Alaoglu che si
tratta di un insieme *-debolmente compatto. Allora I’applicazione che ad ogni
elemento di B fa corrispondere un funzionale lineare su X si estende ad una
mappa

B — C(X)
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che ¢ un isomorfismo di B su un sottospazio chiuso di C'(X).

Supponiamo ora che B sia separabile; allora X C B* € uno spazio topologico
metrizzabile. Costruiamo esplicitamente una funzione f da C10,1] allo spazio
metrico convesso compatto X: a questo punto la funzione

B — C[0,1]
z— (t— (f()(2))

sara, per la prima parte della dimostrazione, I'immersione isometrica di B in
C10, 1] desiderata.

Possiamo supporre che il diametro dello spazio metrico compatto X sia 1;
sempre per compattezza possiamo scrivere

ove gli X; sono chiusi e hanno diametro 1/2. Per ogni i possiamo allora scrivere

J=1

ove gli X;; sono chiusi e hanno diametro 1/4. In generale, iterando il procedi-
mento, perverremo ad una successione {X;, ; } di chiusi di diametri 27%.
Costruiamo ora la funzione f : [0,1] — X con un procedimento iterativo:
dividendo [0,1] in 2n; — 1 intervalli A;, definiamo f su A; come una curva
continua che congiunga un punto z;, di X} con un punto zx,; di Xy41. (lo spazio
X & convesso dunque cio ¢ possibile). Iteriamo il procedimento dividendo Ag_1 in
2ny — 1 intervalli A; 551 e definendo su questi f come il cammino che congiunga
un punto zy, € Xg, con un punto zppi1 € Xgpyi1. Iterando il procedimento
indefinitamente la funzione f resta cosi definita su un sottoinsieme denso di
[0,1] ed ivi continua, i.e. sara possibile prolungarla ad una funzione continua
f:[0,1] — X.
QED

9.2.11 Teorema (FRECHET) Ogni spazio metrico separabile X é isometrico ad
un sottospazio di uno spazio di Banach separabile.

DIMOSTRAZIONE: Sia D = {z,}nen = {0, %1, ...} un insieme denso numerabile
in X; definiamo allora una mappa

d: X — M
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ove M ¢ lo spazio delle successioni numeriche limitate (che ¢ uno spazio metrico
rispetto alla distanza d({z,}, {yn}) := sup,, |2n — yn|), nel modo seguente:

@(3:) = {yn = d(xamn) - d('rO? xn)}neN\{O}

(che ®(x) sia una successione numerica limitata segue dalla disuguaglianza trian-
golare: Vn > 1 |y,| < d(x,x¢)). Siano ora z.2’ € X e ®(z) = {y,} e ®(2') = {y.,}.
Allora

19(a) = ()| = sup [y, —
— sup|(d(z, ;) — d(xo, 2,)) — (d(a', ;) — (o, 2,))|

n

= sup |d(x, ;) — d(2', ;) |'d(z, 2")
Quindi, se 0 < € < d(x, ') esiste z,, € M tale che d(z,z,) < /2 sicché:
d(2',z,) > d(2',x) — d(z,z,) > d(2', z) — % >0
vale a dire

|yn - y;l = |d<l’n,l’) - d($,$/)| >
> d(a,z) — © > d(a', 1) — © — S =d(w,7) — ¢
X n) 5 ) -5 53 9 -
’ 2 2 2

da cui ||®(x) — ®(2')|| > d(x,2") — € e, per arbitrarieta di e:
d(z,2') < ||®(z) — 2 (2')]|

Abbiamo cioe dimostrato che ||®(z)—P(2')|| = d(x, z’) e quindi X & isometrico ad

un sottospazio My separabile dello spazio M delle successioni numeriche limitate.

Allora lo spazio di Banach generato da M, in M e separabile e contiene X.
QED

Conclusione:

9.2.12 Teorema (BANACH-MAZUR) Ogni spazio metrico separabile é isome-
trico ad un sottospazio di C|0,1].

9.3 Spettro e risolvente

Come in precedenza, d’ora in avanti tutte le algebre e gli spazi normati, salvo
esplicita avviso contrario, saranno supposti complessi: in questo e nel paragrafo
seguente sara chiaro il perché di questa assunzione.



302 CAPITOLO 9. ALGEBRE DI BANACH E C*-ALGEBRE

9.3.1 Definizione Se A ¢ un’algebra di Banach definiamo lo spettro di A€ A
come
o(A):={\€C|A-N¢ A"}

ed il risolvente di A come
P(A):=C\o(A)={NeC|A-MNec A}
Stabiliamo anche la notazione:

R(\) == (A=)

9.3.2 Proposizione Lo spettro di un elemento di un’algebra di Banach e com-
patto in C.

DIMOSTRAZIONE: Per continuita di A —— A — A l'insieme P(A) ¢ aperto e
quindi o(A) ¢ chiuso; ovviamente P(A) ¢ limitato: dimostriamo che lo ¢ anche

o(A).
INTA|l<1=T-2TtAcA™!
quindi per || > ||A]|| si ha che A € P(A) e
o(A) c{AeC |\ <|lA]l}
che e limitato.
QED
Dimostreremo in séguito che per ogni A € A: a(A) # (.
Osserviamo che se |\| > [|A]| allora
1

L —[]A=tA]l

¢ analitica. Vogliamo dare, piu in generale, una definizione di analiticita per
funzioni a valori in uno spazio di Banach:

(A= AIPH < A1

9.3.3 Definizione Se D C C ¢ un aperto e A : D — X ¢ una funzione a
valori in uno spazio di Banach, si dice che A é analitica in z € D se esiste la sua
derivata A’ : D — X nella topologia della norma:

(A(z + h) — A(2))

I;
11m h

|h|—0

- =0

I casi interessanti saranno quando X ¢ della forma B(X,Y’) o Y*. Diamo ora
una utile caratterizzazione del concetto di analiticita di una funzione a valori in
uno spazio di Banach: ci serve un risultato di Analisi Complessa2

2Per alcuni richiami sulla teoria delle funzioni olomorfe si veda I’Appendice al capitolo, pag.
319 e seguenti).
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9.3.4 Lemma Se f : D — C ¢ olomorfa nell’aperto D e se la palla {||z' —z|| <
T}zep € contenuta in D allora, per ogni h,k € C con |h|, |k| < § si ha la

fz+h) = f(z)  fz+k) = f(2)
> - . < Mlh — k|

ove M non dipende da h né da k.

DiMOSTRAZIONE: Utilizziamo la formula integrale di Cauchy [0.6.6f abbiamo che

1§ =21 =

N3

per 2’ €{z,z+h,z+k} e(ey:={weC | |w—2| =r}. Cioe la curva chiusa v ¢
completamente contenuta nel dominio D. Applichiamo a questa curva la formula

di Cauchy:
Fo= o § 2

o JpE—2

al primo membro della disuguaglianza dell’enunciato, ottenendo

1 1 1 1 1 1 1
%}{f“)(E(c—wh) Y—z) _E(¢—<z+ks) Y—z))dc

RES z—(z+k)—z+(2+h)

B A A P (s I ey L
1 1

- %iff“)(c—zxc—wh))(g—<z+k>>d§

< |h— K| Ksigp_rf(C)i—g

Cioe la disequazione voluta.
QED

9.3.5 Definizione Se Y ¢ uno spazio di Banach, un E C Y* sottospazio vetto-
riale chiuso si dice sottospazio determinante se, considerando la restrizione della
mappa canonica j 1Y — Y™ a E si ha che

vyeY |ljle@l = Iyl
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9.3.6 Lemma Se X e Y sono spazi di Banach, F é un sottoinsieme di B(X,Y)
e E un sottospazio determinante di Y™* allora, se per ogni x € X ey€ E l'insieme

{(y, Az) [ Ae F}
¢ limitato, F & limitato in B(X,Y) (cioé é equilimitato in norma).
DIMOSTRAZIONE: Se J : X «— X* & 'immersione canonica allora

Vee X sup|(J(Az),y)| < oo
yeE

Allora, per il teorema di Banach—Steinhaus [6.5.14

sup || J|g(Az)|| = sup |[J(Az)|| = sup ||Az|| < oo
zeX zeX zeX

e quindi, ancora per il teorema di Banach—Steinhaus, la tesi.
QED

9.3.7 Teorema Una funzione A : D — B(X,Y) é analitica se e solo se per
ogni F'€ X* la funzione

D—C
z— (F|A(2))

¢ olomorfa (scriviamo (F|z) = F(x) per la valutazione del funzionale F sull’e-
lemento x).

DIMOSTRAZIONE: Evidentemente una funzione A analitica soddisfa la condizione
del teorema: dimostriamo il viceversa.

La funzione z —— (F|A(z)z) ¢ analitica a valori in C, quindi soddisfa le
ipotesi del lemma Consideriamo ora la famiglia

]__::{ 1 (A(z+h)—A(z) A(z+k)—A(z)>}

h—k h B k

(per h,k € C con |h|, k] < %). Per il lemma [0.3.4] questa famiglia soddisfa le

ipotesi del lemma [0.3.6] e quindi F & limitato in norma. Questo vuol dire che la
successione
{A(z +h)— A(z) }
h

¢ di Cauchy e quindi converge alla derivata A’(z) nella norma di B(X,Y).
QED
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Osserviamo che, ovviamente
dn
dz"

L’importanza di questo teorema sta nel fatto che ci consente di estendere al caso
di funzioni a valori in uno spazio di Banach molti dei risultati della teoria delle
funzioni di una variabile complessa. Osserviamo a questo proposito, che se T’
¢ una curva chiusa regolare nel piano complesso e = : I' — FE una funzione
continua a valori in uno spazio di Banach E ha perfettamente senso il vettore

]{ 2(2)dz

dato che la continuita della x implica che le somme parziali (alla Riemann, ad
esempio) che definiscono 'integrale formano una successione di Cauchy, dunque
convergono in E ad un elemento ben determinato che ¢ poi il valore dell’integrale.

I1 teorema di Cauchy [@.6.5] cioe che se D ¢ compatto e I' := 0D & una curva
regolare chiusa, e se A : D — B(X,Y) ¢ analitica in D \ I' e continua in D

allora
j{ A(z)dz=0
r

non ¢ completamente immediato: si tratta di osservare che, per il teorema pre-
cedente:

VreX Vyey® <y (]{ A(z)dz) x> _ 7§ . A(2)a) dz = 0

Il teorema di Hahn—Banach permette allora di inferire il teorema di Cauchy. Si
estendono immediatamente al nostro contesto le formule di Cauchy e le sue
conseguenze, ad esempio il principio di continuazione analitica, in virtu del quale
si puo definire il dominio di analiticita di una funzione analitica a valori in uno
spazio di Banach come il piu grande aperto connesso di C ove la funzione sia
definita ed analitica.

Similmente le formule di Taylor @.6.16] Caychy-Hadamard e Laurent
si generalizzano immediatamente al caso di funzioni olomorfe a valori in
B(X,Y).

Torniamo ora alle algebre di Banach.

(y, A(z)z) = (y, A" (2)z)

9.3.8 Teorema Se A ¢ un’algebra di Banach (con unita) allora la funzione R :
P(A) — A:
R(\) == (A— M)

¢ analitica.
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DIMOSTRAZIONE: Se z € P(A) allora
A-XN=A—-z2I—z-NI=(A—z)({ - (N—2)R(2))

Cioe se (A—zI) e I —(A—z)R(z) sono invertibili allora lo ¢ (A—AI); ma (A—z1)
¢ invertibile e I — (A — 2)R(2) lo ¢ se

1A = 21|l < |IR()[I!

In questo caso, A € P(A) e

RO = (30— 2)"R()") R(z) = (A= 2)"R(=)"

e quindi A — (A — XI)~! ¢ analitica.
QED
Applicando allora il teorema di Liouville 0.6.26 abbiamo che

9.3.9 Corollario o(A) # 0.

Osserviamo che
A-XNDN"t=(=\I=-)\'A *1———)\5 —n
( ) ( ( )) — )\n

La serie Y. 2" A" converge per |z| < ||A||7' ed il suo raggio di convergenza ¢
1/ Supyeqay [Al-

9.3.10 Definizione Il raggio spettrale di un elemento A € A ¢é il numero

spr(A) == lim ||A"|[Y/"

9.3.11 Teorema Per ogni elemento A di un’algebra di Banach A:

spr(A) = Ton_[JA|]"|[Y/" = inf ||A"||!/"

DIMOSTRAZIONE: Per continuita e monotonia del logaritmo basta dimostrare

che a,, := log ||A"||*/™ converge al proprio estremo inferiore, i.e. che
an . Gy

— — inf —

n n

a, ¢ subadditiva (cioe a1, < a, + a,,) dato che

s = log LA A7 < log((| 4| 1AII") = a, + a.n
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Ma la subadditivita di una successione implica che questa converga al proprio
estremo inferiore: infatti fissato ¢ tale che n = gm +r (r =0,...,¢ — 1) si ha

an < Qg + Gp < Mag + ar

(applicando m volte la subadditivita) e quindi

Gy may | ar
n n n

Il secondo membro converge al variare di n dunque

lim (maq + %> =L
n n

i.e, per ogni q: " " . " "
lim— < <4 = lim— < inf < < lim—%
n q n 7 q q

e quindi la successione a,,/n converge al proprio inf.
QED

9.3.12 Esempio

(1) Sia H = [*(N) e {e;} una base ortonormale. Definiamo gli operatori diago-

nali come
De,, :=d,e,

con d, € C, che soddisfano alle condizioni imposte dalla

| Dx||? = HD <anen>

neN

2
=Dl lzal® < []dlfZ]|zal

cioe ||D|| = ||d||s = sup,, |dx|- Il raggio spettrale di un operatore diagonale
é la sua norma:
spr(D) = [|D||

(2) Se consideriamo lo shift Se,, := e,;1, dato che (essendo una isometria) &
||S|| = 1 abbiamo che
spr(S) =1

(3) Una generalizzazione sono gli operatori di shift pesato
Te, ‘= tpeni1

(con {t,} €1°°) tali che ||T|| = [|t]|o.
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(4) Consideriamo gli operatori di Volterra (cfr. esempio B.210). Siano X =

L*0,1], K € C([0,1]?) e definiamo K : X — X come

(Kz)(t) ::/0 K(t,s)x(s)ds

La funzione K si dice nucleo dell’operatore. (In particolare si puo conside-
rare un operatore di Volterra sullo spazio X = C0,1]). Ovviamente

|1 X[5
< o = N < oo
111 < 1l = 5] < 0

(il fattore numerico é il volume del dominio di integrazione) e quindi
spr(K) =0
Infatti la serie Y K™ ¢ assolutamente convergente in B(X) e quindi defini-

sce (I — K)™! e, dato che se A\ # 0 AK ¢ pure un operatore di Volterra, il
risolvente di K contiene tutti i numeri complessi non nulli e

o(K) = {0}
L’operatore K é invertibile se
Vte[0,1] K(t,t)#0
Infatti in questo caso, se v € N (K):

t
/ K(t,s)x(s)ds =0
0
derivando per t (K rispetto alla prima variabile):
t
/ K'(t, s)e(s)ds + K(t, Da(t) = 0
0

da cui (per l'ipotesi su K ):

PK'(t,s)
/0 KD x(s)ds +x(t) =0

ie.xe N(I+H) ove H é I'operatore di Volterra con nucleo K'/K e quindi,
r=0.
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9.4 Morfismi e quozienti

Le algebre di Banach non sopportano strutture algebriche troppo forti: in
particolare debbono sempre possedere elementi non invertibili (e quindi ideali) a
meno di non ridurli ai soli numeri complessi.

9.4.1 Teorema (MAZUR) Un’algebra di Banach con unitd e in cui ogni elemen-
to sia invertibile é isomorfa a C.

DiMOSTRAZIONE: Un elemento A € A ha spettro non vuoto e quindi esiste A €
o(A); in particolare (A — AI) non e invertibile, quindi deve essere nullo. Abbiamo
cioe dimostrato che ogni elemento non nullo di A & multiplo dell’identita. Quindi
A=C.

QED

Un’algebra in cui ci siano elementi non invertibili possiede delle notevoli
sottoalgebre: gli ideali.

9.4.2 Definizione Un ideale sinistro di un’algebra di Banach A & un sottospazio
vettoriale J C A tale che

VBeJVCeA CBelJ

S7 scrive J <1 A.

Se un’algebra di Banach ha unita I ovviamente nessun ideale (non banale, cio¢
non uguale a A) puo contenerla e, viceversa, un ideale non banale ha intersezione
vuota con 'insieme A~! degli elementi invertibili di A.

In ogni algebra di Banach v’e abbondanza di elementi invertibili, infatti

B={BecA||I-B|l<1}cA!

In particolare se J <1 A & un ideale proprio (cio¢ non banale) allora JNB =0 e
quindi J & contenuto nell’insieme chiuso 0B, che deve quindi contenere anche la
chiusura J di J. Dunque se J < A allora J C A, anzi

9.4.3 Proposizione Se J ¢ un ideale sinistro (destro, bilatero) allora J & un
ideale sinistro (destro, bilatero).

DIMOSTRAZIONE: Se {B,} C .J converge a B C .J allora, per ogni A € A la
{AB,} C J converge (per continuita del prodotto) a AB € J.
QED
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D’ora in avanti conveniamo che il termine “ideale” voglia dire “ideale sini-
stro”; se un ideale sara destro o bilatero lo diremo esplicitamente.

Rispetto all’inclusione gli ideali sinistri (destri, bilateri) di un’algebra di Ba-
nach formano un reticolo (con 0 = {0} ideale zero e 1 = A ideale banale): inoltre
questo insieme parzialmente ordinato soddisfa le ipotesi del lemma di Zorn, dato
che se {J,} € una catena di ideali allora |J, J, ¢ un ideale, il che significa che
ogni ideale ¢ contenuto in un ideale (proprio!) massimald?,

Ovviamente, dato che la chiusura di un insieme contiene l'insieme stesso:

9.4.4 Corollario Ogni ideale massimale € chiuso.

Sappiamo che possiamo definire il quoziente di un’algebra A per un ideale J
ottenendo ancora un’algebra A/J. Effettuiamo questa costruzione per le algebre
di Banach.

L’insieme A/J ¢ senz’altro un’algebra associativa: dobbiamo verificare se sia
un’algebra di Banach. Denotando gli elementi di A/J come A + J (sono classi
di equivalenza rispetto alla relazione A = B <= A — B € J), poniamo

1A+ )= it |IBI

9.4.5 Proposizione Se J ¢é un ideale chiuso allora A/J é un’algebra di Banach.

DIMOSTRAZIONE: Scrivendo B = A — C con C € J abbiamo che inf ||A — C|| =
d(A, J) ove d ¢ la distanza indotta dalla norma dello spazio di Banach .A. Dunque
se ||[A+ J|| = 0 si ha che d(A,J) = 0 e quindi (per chiusura di J) A € J i.e.
A+ J = J, l'elemento 0 € A/J. Le altre proprieta della norma sono ovvie dalla
definizione di distanza d(A, J).

Verifichiamo infine che la norma indotta su A e completa. Sia

Z||An—|—JH < 0
n=0

una serie assolutamente convergente in A/.J; prendiamo nella classe A,, + J degli
elementi B, tali che ||B,|| < ||A|| + &n con

oo
E Ep < OO
n=0

3Questa e diverse altre asserzioni valgono nelle algebre associative qualsiasi e negli anelli:
in particolare l'esistenza di un ideale massimale che contenga un ideale dato ¢ nota in Algebra
come Lemma di Krull.
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(ad esempio basta considerare ¢ = 27!). Dunque _ || B,|| ¢ assolutamente con-
vergente e, dato che A ¢ di Banach, la serie > | B,, converge ad un elemento B€ A,

in modo che N
5= 5
n=1

e (per definizione la norma della classe di un elemento A+ J € A/.J ¢ minore o
uguale alla norma di A in A):

- S«

n=1

Quindi ogni serie assolutamente convergente in .A/J converge in A/.J.
Infine, se A+ J, B+ J € A/J esistono rappresentanti A. € A+.J e B.€ B+J
tali che ||Ac]| < ||(A+ J)||+¢eel|B:|| <|[(B+ J)|| +e. Quindi

(A + T)(B + J)|| = [[(AB) + J|| < [|A:B]|
<A Bl < A+ I B + JI + 2¢

QED

Naturalmente un ideale J ¢ massimale se e solo se A/J = C per il teorema
di Mazur.

9.4.6 Lemma Se A ¢ un’algebra di Banach con unita allora
1 =({A | 3J ideale massimale proprio e A € J}

Se fissiamo un elemento A € A l'insieme degli ideali che contengono A e pure
parzialmente ordinato e soddisfa le ipotesi del lemma di Zorn, quindi il teorema
di Mazur puo formularsi come

9.4.7 Teorema Un’algebra di Banach con unita che non abbia ideali non banali
e isomorfa a C.

Naturalmente un’algebra puo non avere ideali bilateri pur possedendo moltis-
simi ideali sinistri, mentre in un’algebra commutativa i concetti di ideale sinistro,
destro e bilatero coincidono.

Tutte le costruzioni algebriche che si effettuano sugli anelli possono darsi
anche per le algebre di Banach: ad esempio un morfismo ¢ : A — B fra algebre
di Banach ¢ un operatore lineare continuo fra gli spazi di Banach A e B tale che

VAe AVBeB ¢(AB) = ¢(A)p(B)
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Ovviamente le algebre di Banach formano in questo modo una categoria.

[ concetti di nucleo e immagine di un morfismo sono ovvi: il nucleo ker(p) e
I'insieme degli elementi di A la cui immagine ¢ zero e I'immagine im(p) l'insieme
degli elementi di B che siano immagine di un elemento di \A.

L’insieme degli omomorfismi fra due algebre di Banach A e B si denota
hom(A, B).

Un omomorfismo si dice isomorfismo se € un operatore lineare continuo e
biunivoco (quindi una isometria). Si possono formulare e dimostrare esattamente
come nel caso algebrico i teoremi di isomorfismo: ad esempio

9.4.8 Teorema Se ¢ : A — B un morfismo fra algebre di Banach allora ker(p)
¢ un ideale bilatero e l'algebra A/J é isomorfa alla sottoalgebra im(yp) C B.

9.4.9 Definizione Un modulo su un’algebra di Banach A ¢é uno spazio di Ba-
nach M dotato di un morfismo

u:A— BM,M)
che si dice azione di A su M.

Si scrive in genere A-M in luogo di p(A)(M). Quindi gli elementi di un modulo
si possono moltiplicare per gli elementi dell’algebra. Ad esempio un C-modulo
X non ¢ altri che uno spazio di Banach.

Osserviamo che un ideale J, cosi come l'insieme quoziente A/J sono A-
moduli.

9.4.10 Definizione Un’algebra di Banach priva di ideali bilateri non banali si
dice semplice.

9.4.11 Esempio
(1) C é semplice.

(2) Le algebre (di dimensione finita) M,(C) sono algebre semplici (teorema

5.5.14).

(3) 1II teorema di Mazur implica che un’algebra semplice commutativa (con
unita) é isomorfa a C.

Consideriamo dunque un ideale massimale .J nell’algebra di Banach (con
unita) A; dato che il quoziente A/J ¢ C possiamo definire la mappa

VAe A ¢(A) =\
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con A+ J =\, ovvero A+ J = p(A)I. La mappa ¢ non ¢ altri che il morfismo
naturale dato dalla proiezione di A sul quoziente A/.J:

p: A—C

che ¢ ovviamente suriettivo. Viceversa, se ¢ : A — C & un morfismo allo-
ra kerp = ¢©1(0) & un ideale bilatero che deve essere massimale, dato che
A/ ker p = im ¢ & una sottoalgebra di C e quindi {0} (da cui A = ker ¢) oppure
C stessa (da cui ker ¢ massimale). Quindi

9.4.12 Teorema Fsiste una corrispondenza biunivoca
{J<A|J#A} —{p: A—> C | ¢ morfismo}

Si noti che il funzionale ¢ associato ad un ideale massimale & continuo (perché
'ideale ¢ chiuso) ed ha norma 1.

9.4.13 Esempio Gli ideali massimali dell’algebra di Banach C'(X) delle funzioni
continue su uno spazio compatto di Hausdorff sono tutti della forma

M, :={feC(X) | f(z) =0}
In effetti, se  : C(X) — C allora (1) = 1 e ¢ ha lo stesso nucleo del funzionale
0,: X — C

che vale 1 su x e zero altrove (misura di Dirac concentrata in x), quindi ¢ = §,.
Ma il nucleo di d, é esattamente M,,.
Si noti che la corrispondenza x — M, & biunivoca, fra X e I'insieme degli

ideali massimali, dato che se x # y per il lemma di Urysohn esiste una funzione

f con f(x) # f(y) e quindi 0, # J,.

9.4.14 Teorema Se A € A algebra di Banach, allora

{0(A)}pehomac) = o(A)

DIMOSTRAZIONE: Se ¢ € hom(A, C) allora, per ogni A € A si ha che p(A —
©(A)I) =0 e quindi A — p(A)I € ker p; dunque (A — ¢(A)I) non ¢ invertibile,
le. p(A) e o(A).
Viceversa, se A € 0(A), A — AI) non & invertibile ed & pertanto contenuto in
un ideale massimale proprio J. Ma allora la proiezione canonica ¢ : A — A/J
¢ tale che (A — AI) =01ie. p(A) = Al.
QED
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9.4.15 Corollario Se A ¢ un’algebra di Banach, A€ A e p € hom(A,C):
(1) [p(A)] < spr(A) < [|A]
(2) Se pe B(A,C) con o(I) =1 allora ||¢|| = 1.

9.4.16 Teorema In un’algebra di Banach lo spettro e debolmente compatto.

DIMOSTRAZIONE: Basta, per il teorema di Alaoglu B2.12] far vedere che o(A) &
contenuto nella palla unitaria. Si ha intanto che, per ogni p € o(A): ¢(I) =1, e
dunque possiamo prendere

Ain{feA [ f()=1}n () {f€A"| f(AB) - f(A) - f(B) = 0}

A,BeA

che ¢ esattamente o(A) (per definizione!). Abbiamo cosi scritto o(A) come in-
tersezione di un insieme *-debolmente compatto (la palla unitaria) e di insiemi
*-debolmente chiusi (per continuita delle f € A* e dell’operazione di valutazione
di un funzionale su un elemento dell’algebra); cioe o(.A) ¢ debolmente chiuso in
un debolmente compatto, dunque ¢ debolmente compatto.

QED

Il morfismo

T A— C(o(A))
Avr— (p — p(A4))

si dice trasformata di Gel’fand. Dato che i funzionali ¢ sono lineari, moltiplicativi
e continui, la trasformata di Gel’fand & un operatore lineare:

aA +bB(p) = p(aA +bB) = ap(A) + bp(B) = (aA + bB)(y)

un morfismo di algebre:

ed € continuo:

|1A|l = sup |A(p)| = sup A =spr(A) < ||A]
pEa(A) A€o (A)

(per definizione di 0(A) = {¢(A4)}secoa))-

9.4.17 Definizione Un elemento A di un’algebra di Banach A si dice topologi-
camente nilpotente se spr(A) = 0.
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9.4.18 Corollario Gli elementi topologicamente nilpotenti di un’algebra di Ba-
nach A costituiscono il nucleo della trasformata di Gel’fand. In particolare sono
un ideale.

Il nucleo della trasformata di Gel’fand si dice nilradicale dell’algebra A.

9.4.19 Esempio Consideriamo il disco unitario del piano complesso D := {z €
C | |z| <1} e I’algebra

A(D) = {f€C(D) | f € O(-* D)}

delle funzioni olomorfe nell’interno di D e continue in D; rispetto alla norma del
sup si tratta ovviamente di un’algebra di Banach, e, essendo compatta I'immagine
di un compatto per tramite di una mappa continua:

o(A(D)) ={®. : A(D) — D}.ec = D

ove ®.(f) := f(z). In questo caso la trasformata di Gel’fand é la mappa identica,
quindi, ad esempio, il nilradicale & {0}. Osserviamo esplicitamente che non esiste
una operazione * in quest’algebra, e che la sua immagine in C(c(A(D))) per
tramite della trasformata di Gel’fand non esaurisce tutta l’algebra delle funzioni
continue: questo fatto, dato che, come si vede facilmente, A separa i punti e
contiene le costanti, fornisce un esempio che mostra come la condizione di essere
una *-sottoalgebra é essenziale nelle ipotesi del teorema di Stone—Weierstrass
complesso. Se invece del prodotto punto per punto, consideriamo su A(D) il
prodotto

(f-9)(2) ::/o f(z—tz2)g(tz)zdt

otteniamo un’algebra di Banach priva di unita; in questi casi, come vedremo
meglio in seguito, possiamo sempre estenderla ad un’algebra con unita, ponendo
B := A® C. Allora ogni elemento della forma A @® 0 (con A € A(D)) ha raggio
spettrale zero, sicché o(A(D)) si riduce ad un sol punto.

9.4.20 Esempio Nell’algebra delle matrici

)

(rispetto al solito prodotto matriciale) il nilradicale non si riduce al solo zero.

In tutti questi esempi le difficolta presentate da queste algebre sono dovute
al fatto che non sono C*-algebre.
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9.5 Teorema di Gel’fand—Najmark

In questo paragrafo dimostreremo un teorema che in un certo senso e defini-
tivo per la teoria delle C*-algebre abeliane.

9.5.1 Teorema (GEL'’FAND-NAJMARK) Se A ¢ una C*-algebra abeliana allora
la trasformata di Gel’fand é

(1) uno *-morfismo di C*-algebre;
(2) una isometria (in particolare é iniettivo);

(3) suriettiva.

DIMOSTRAZIONE: Cominciamo col dimostrare che se valgono le (1)—(2) allo-
ra vale anche la (3); infatti 'immagine della trasformata di Gel'fand ¢ una
*_sottoalgebra chiusa (per le (1) e (2)) di C(0(A)) che contiene I'unita 1 di
C(o(A)) (infatti 1 = I) e separa i punti di o(A): se @1, s € 0(A) deve esistere
A € A tale che se ¢1(A) # a(A) allora A(py) # A(py). Quindi, per il teorema

di Stone—Weierstrass:

=)
1

Cla(A)

Ma A ¢ chiusa e quindi A = C(c(A)).
Possiamo dunque limitarci a dimostrare le (1) e (2).

9.5.2 Definizione Un elemento A € A di una C*-algebra qualsiasi, si dice nor-
male se A*A = AA*.

Osserviamo che in un’algebra commutativa ogni elemento e normale: ora la
(2) del teorema di Gel’fand-Najmark sara conseguenza del

9.5.3 Lemma Se A ¢ un elemento normale in una C*-algebra A con unita allora
sprA = [|A]].

Prima di dinlc\)strarf il lemma vediamo anche l'idea della dimostrazione della
(1), ovvero che A* = Ax. Dato che

p(A%) = A%(p) = A*(p) = Ap) = p(4)

basta dimostrare che per ogni ¢ € o(A): p(A*) = p(A).
Ora si osservi che, per ogni A € A:

A= %(A+A*) —i—i%(A —A") =1 A +iAy
]
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(decomposizione che vale in ogni *-algebra) e che A; e Ay sono ovviamente
autoaggiunti; allora

p(A) = (A1) +ip(Az)
e quindi basta dimostrare che ¢(A;) € R per avere che ¢(A*) = ¢(A), i.e. che se
A = A* allora p(A) € R.
Dunque la (1) sara dimostrata se proveremo il

9.5.4 Lemma Se A ¢ una C*-algebra con unita e A € A é autoaggiunto allora
o(A) CR.

Dunque per dimostrare il teorema di Gel’fand—Najmark non resta che dimo-
strare i lemmi @.5.3] e [@.5.4]

DIMOSTRAZIONE: (Lemma [@.5.3) Sappiamo che ||A*A|| = ||A]|* e quindi che
||A"||> = ||[A"™A"|| e quindi, se A & normale: ||A"||* = [|(A*A)"||. Quindi per
studiare il limite lim || A"||*/™ basta studiare il

lim ||(A"A)"||» = spr(A*A) = spr(A?)

Ma se B = B*, per calcolare lim || B" ||/ basta considerare una sottosuccessione,
ad esempio n = 2™, in modo che

m m—1 m—1
1B = 1(B* )l = [1B*" |
(essendo B autoaggiunto). Iterando questo calcolo si trova
1B*"]| = 11BI[*"

e quindi spr(B) = ||B]|| (convergendo la sottosuccessione ad un certo limite,
anche la successione converge al medesimo limite).
QED

DIMOSTRAZIONE: (Lemma [0.5.4]) Sia A = A* in A e z € 6(A). Vogliamo dimo-
strare che la parte immaginaria Im z € nulla. Intanto si noti che, ogni algebra con
unita:

og(A—=X)=0c(A)— A
(per definizione di spettro!). Quindi basta dimostrare che se ¢ Im z€0(A—Re 21)
allora Im z = 0, cioeé basta supporre che sia A\g €R e i\g € 0(A) e dimostrare che
/\0 = 0.

Ma, per ogni A € R:

A+ M2 = [|(A+ M) (A+ M) = [[(A = iI)(A + AT
= [|A% + NI < [JA]]P + A°
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cioe,
Vzea(A) |z+iM? <|A]]? + N2
Ma se i)\g € o(A) allora |[Ag + A|* < ||A]|* + A? e, per ogni X € R:

Mo+ AP = A2+ 2\ — [|A]F <0

il che e assurdo, a meno che \q = 0.
QED

Con ¢io i due lemmi sono dimostrati, e quindi lo ¢ anche il teorema di
Gel’fand-Najmark.

Osserviamo che se un’algebra di Banach A non ha unita, possiamo estenderla
come B : A @ C col prodotto

(Ad2)(BOw) = (AB+ 2B +wA) @ zw

e con la norma data dal sup delle norme di A e C. B ha palesemente un’unita,
chee 0@ 1.

9.5.5 Definizione Se A ¢ una C*-algebra anche non commutativa e priva di
unita, la rappresentazione regolare sinistra di A é il morfismo di C*-algebre

L:A— B(A)
A+— (B+— AB)

9.5.6 Proposizione Se L : A — B(A) ¢ la rappresentazione regolare sinistra
di A allora lo spazio L(A) & C C B(A) é una sotto-C*-algebra (con unita) di
B(A).

DIMOSTRAZIONE: L(A) @ C ¢ una *-algebra il cui *-operatore ¢ definito come
(L(A) + zI)" :== L(A") +zI

Vogliamo dimostrare che L(.A) & chiusa® e che ¢ una sotto-C*-algebra di B(A):
con cio la proposizione sara provata.
A questo scopo basta dimostrare le

(1) vA e Af[L(A)]| = |[A]]
(2) VB € L(A)© C [|B*B|| =||B|]*

4Questo implichera che L(A) @ C & una sottoalgebra di Banach di B(A): infatti se X &
uno spazio di Banach e M, N suoi sottospazi, con M chiuso e N di dimensione finita, allora
M+ N=M-+N.
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La (1) si dimostra osservando che
ILCA)L(B)|| = [|AB| < [[A[l [|B]]
e quindi [|L(A)|| < ||A]|; inoltre, per B = A* si ha che
1AB|| = ||AA™]| = [JA|[* = [|A]| |IA*]] = 1Al [|BI|
con B # 0 ovviamente e quindi si ha anche ||L(A)|| > ||A]].
Dimostriamo infine la (2); dato che

||B||* = sup [|BC|[?
CeAy

e B=L(A) + zI da cui BC = AC + zC, troviamo che
|AC + 2C|]* = [| BC|]* = [|(BC)"BC|| = [|(AC + 2C)"BC|
= [[C"(A™(BC) + 2(BC))[| = [|C" L(A)(BC) + zBC|
= [lC*B*(BC)|| < [[C]] [[B*BC| < || BB|
(dato che ||C]| = 1). Passando al sup:
1BII* < [1BB*|| < ||B"|| [|B]] < || BII*
QED

Ne segue che una C*-algebra A si immerge in una C*-algebra A con unita.
Ovviamente A ¢ commutativa se e solo se lo & A.

Dunque possiamo applicare il teorema di Gel’fand—Najmark anche al caso di
algebre prive di unita, estendendole ed ottenendo

~ A — C(o(A))
Vediamo come la trasformata di Gel'fand riflette 'effetto del passaggio da A a

A: intanto I’algebra A possiede un funzionale lineare che .4 non ha, definito come

Voo(AD 2) =2

Possiamo quindi considerare lo spazio Y = 0(A) \ {¢w}, che ¢ localmente com-
patto di Hausdorff; per definizione, la compattificazione ad un punto di Y e
esattamente X = o(B). L’'immagine della restrizione della trasformata di Ge-
I'fand a A C B e l'algebra Cy(Y') delle funzioni continue nulle all'infinito su Y.
In effetti

Ac A = ¢ (A) =0

e quindi la restrizione della trasformata di Gel’fand di Aa A
A— C(o(A))
A A ¥

¢ la trasformata di Gel’fand di A. pertanto
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9.5.7 Corollario Se A ¢ una C*-algebra commutativa esiste uno spazio topolo-
gico di Hausdorff localmente compatto X tale che A = Co(X) (isomorfismo di
C*-algebre). Se A possiede unita, allora X € compatto.

Si puo ulteriormente precisare questo risultato usando il linguaggio delle ca-
tegorie. Le C*-algebre formano ovviamente una categoria (i cui morfismi so-
no i morfismi di C*-algebre) che contiene la sottocategoria delle C*-algebre
commutative 2y. Per quanto detto in precedenza, l'estensione da A a A& un
funtore

S:Q[O—>Ql

dalla categoria delle C*-algebre commutative alla categoria 2 delle C*-algebre
commutative con unita. Inoltre, se consideriamo la categoria T degli spazi topo-
logici localmente compatti di Hausdorff (i cui morfismi sono le mappe continue)
esiste anche un funtore

G:T —%

dato dalla compattificazione di Alexandroff, che ad ogni oggetto X di ¥ fa corri-
spondere la sua compattificazione ad un punto, e che quindi manda la categoria
T nella categoria T degli spazi compatti di Hausdorff.

9.5.8 Teorema FEsiste una equivalenza naturale fra i funtori § e & che induce
una equivalenza fra le categorie A e T e Ay e Fp.

DIMOSTRAZIONE: La trasformazione naturale fra i funtori § e & e indotta dalla
trasformata di Gel’fand: infatti il diagramma

A—>%

s, e

Qlo H‘TO

¢ commutativo, ove le frecce orizzontali sono le trasformate di Gel’fand. L’unica
cosa che resta da mostrare e che la trasformata di Gel’fand ¢ un morfismo di
funtori, cioe che per ogni morfismo di C*-algebre induce una mappa continua
fra i relativi spettri e che ogni mappa continua fra gli spettri proviene in questo
modo da un morfismo di C*-algebre.

Se n: A — B & un morfismo fra la C*-algebra con unita A e la C*-algebra
commutativa B allora 7(.A) ¢ una sotto-*-algebra di B con unita n(/) e quindi
possiamo supporre che sia

n(A) =B
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i.e. n(I) = I, dunque, per ogni ¢ € 0(B): pon € o(A). Evidentemente la mappa

n*:o(B) — o(A)
o —n"(p)=pon

¢ continua (su o(A) e o(B) le topologie sono quelle deboli rispetto alle mappe
0(A) — C e 0(A) — C, che quindi sono continue per definizione): infatti®

Ma o(A) e o(B) sono compatti di Hausdorff, quindi I'insieme
E = ' (a(B))
e chiuso in o(.A). Dimostriamo allora che
E#0(A) < kern#0

Infatti E # o(A) se e solo se 0(A) \ E ¢ aperto e non vuoto, se e solo se esiste
f € C(c(A)) non nulla che ristretta ad E sia zero (per il lemma di Urysohn
232). Ma per ogni f € C(0(A)) si ha che f = Ao (per il teorema di Gel'fand—
Najmark) e quindi F|g = 0 se e solo se per ogni ¢ € o(B): Ag(n*(¢)) =0, se e
solo se @(gp) = 0 se e solo se n(Ag) = 0 (di nuovo per il teorema di Gel'fand—
Najmark). Questa catena di equivalenze dimostra che E # o0(A) <= kern #
0.

In altri termini, n* e suriettiva se e solo se kern = 0. Ma n* ¢ suriettiva se e
solo se n e isometrica, dato che

—

In(A)]] = [In(A)]] = sup [n(A) (@) = sup |A@ (@) = sup [A@w)| = ||All
pEa(B) pea(B) Ppea(A)

In particolare se kern = 0 allora ||n(A4)|| = || 4|
Questo dimostra che ogni morfismo di *-algebre determina in modo unico una
mappa continua fra gli spettri.
QED

Il seguente risultato afferma che su una C*-algebra commutativa con unita
esiste una sola struttura normata.

9.5.9 Teorema Se n: A — B ¢ uno *~omomorfismo di C*-algebre allora:

®Nella topologia debole su uno spazio X indotta dalle mappe {X S, X, } un’applicazione
f:Y — X & continua se e solo se per ogni « 'applicazione f, o f: Y — X, € continua.
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(1) VAe A [ln(A)]] < [IA]].
(2) VAe Aln(A)|| < ||A|] < kern=0.

(3) n(A) é chiusa (in norma, cioé é una C*-sottoalgebra di B.

DIMOSTRAZIONE: Se A ¢ commutativa possiamo supporre che anche B lo sia,
dato che n(A) & una *-sottoalgebra commutativa di B e quindi n(A) & una C*-
sottoalgebra commutativa di B.

A meno di estendere A ad una A con unita (e con 7j(I) := I), per ipotesi si

ha che:
(A1 = [In(A) n(A)| = lIn(A*)n(A)|] = [[n(A*A)]]

Ma A*A, essendo un elemento normale, appartiene ad una sottoalgebra commu-
tativa: la chiusura dell’algebra generata dai polinomi in A*A e quindi

In(A)]I* < [|AA]| = |A]]

il che dimostra (1) e (2).

Si osservi ora che se 77 € un morfismo di C*-algebre allora certamente n(.A) e
una *-sottoalgebra; inoltre, dato che kern C A & uno *-ideale (bilatero) chiuso
in norma, ed il quoziente A/kern = imn & certamente una C*-algebra e quin-
di il morfismo n' : A/kern — B ottenuto componendo 7 con la proiezione
A — A/kern & una isometria. Da cio risulta che n'(A/kern) = n(A) ¢ una
C*-sottoalgebra di B.

QED

9.5.10 Corollario Se A ¢ una *-algebra che sia una C*-algebra rispetto a due
norme di Banach ||-||1 e ||-||2 allora le C*-algebre (A, ||-|l1) e (A,||-|]2) sono
isomorfe.

DIMOSTRAZIONE: Si applichi il teorema allo *-isomorfismo i : (A, |[[-||;) —

(A, [[-]]2)-
QED

9.6 Appendice: elementi di analisi complessa

Raccogliamo qui alcuni richiami sulle nozioni essenziali di Analisi Complessa
in una variabile: stabiliamo solo i teoremi che abbiamo utilizzato in questo capito-
lo, e non nella loro massima generalita: per questo si rimanda ai testi specialistici,
come 'ottimo [I§].
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9.6.1 Funzioni e integrali complessi

9.6.1 Definizione Una funzione f : U — C definita in un aperto U del piano
complesso si dice olomorfa nel punto zg € U se esiste finito il limite

Flz) = lim f(z0+62) — f(20)

|62]—0 0z

Scriviamo
f(2) = u(z) +iv(2)
(u = Re(f) e v = Im(f)), osservando le che funzioni u e v dipendono dal-

le variabili reale x e y tali che z = x + 1y. Allora possiamo dare la seguente
caratterizzazione:

9.6.2 Teorema (CAUCHY—RIEMANN) Una funzione f : U — C é olomorfa
m zg se e solo se

ou_ov o
or Oy oy Oz

DiMOSTRAZIONE: Consideriamo il limite che definisce I’'olomorfia di f e, scriven-
do z = x + iy, poniamo dz = dz (il limite dipende solo dal fatto che il modulo di
dz tende a zero, indipendentemente dall’argomento):

u(xo + 0z, yo) — u(xo, Yo) i lim v(xo + 0z, Y0) — v(z0, Yo)
dx—0 5[)’} dx—0 (SZL’

Quindi se f & olomorfa in zy le derivate parziali di u e v rispetto a x esistono e
[ = uy+iu, (indichiamo le derivate parziali con un indice che denota la variabile
rispetto alla quale si deriva).

Analogamente, per §z = idy:

f(20) = —iuy (0, yo) + vy(20, Yo)

Confrontando le due espressioni di f(zg) cosi ottenute, abbiamo el equazioni di
Cauchy—Riemann nel punto z.

Viceversa, supponiamo che le u e v ammettano derivate parziali rispetto alle
x e y e che valgano le relazioni di Cauchy—Riemann: allora,

u(zo + 020, Yo + 6Yo)—u(To, Yo) =

= 1, (0, Y0)0x + uy (0, Y0)dy + o((62)* + (3y)?)
v(wo + 670, Yo + 0yo) —v (o, Yo) =

= 0220, Y0)0x + vy((0,50)0y + o((0)* + (dy)?)



324 CAPITOLO 9. ALGEBRE DI BANACH E C*-ALGEBRE

Quindi, per 6z = dx 4 10y e le relazioni di Cauchy—Riemann:

flao +02) = f(=0) _ ox + idy idx — Oy
0z _ux($07y0)5x+z.5y +Ux(:z:0,yo)5x+i5y
o((6x)* + (0y)?)
ox + 10y
; o((0x)* + (dy)?
= u, (o, Yo) + 10z(x0,y0) + ((d) - (0y)?)

e quindi la funzione f ¢ olomorfa in z.
QED

9.6.3 Esempio Sono olomorfe: le funzioni lineari (complesse), le funzioni razio-
nali complesse e la funzione f(z) = exp z, mentre non ¢é olomorfa la funzione

9(z) = |2,

Ci limiteremo qui a considerare come insiemi di definizione delle funzioni
olomorfe i domini regolari U cioe gli aperti connessi del piano complesso la cui
frontiera sia una curva regolare (non necessariamente connessa, cio¢ i nostri do-
mini potranno avere dei “buchi”). Il numero di componenti connesse della curva
OU si dice ordine di connessione del dominid®: se la curva che delimita il dominio
e connessa (e quindi il dominio non ha “buchi”), & semplicemente connesso.

Evidentemente se I'" &€ una curva regolare nel piano complesso e chiaro cosa
debba intendersi con

/ f(z)dz
r

per una funzione f : I' — C: l'integrale si calcola infatti per mezzo di una
qualsiasi rappresentazione parametrica ¢ = ¢(t) (con ¢ : [a,b] — C continua e
regolare) della curva I:

[ e / " flene

9.6.4 Esempio Vogliamo calcolare l'integrale

/ dz
r, # — %0

ove I', e il cerchio di centro 2 e raggio p. Rappresentando la curva in coordinate
polari per mezzo della funzione c(t) = zo + €, troviamo:

d 27 - ztdt 27
/ ° :/ e :i/ dt = omi
r, # — %0 0 pe 0

6Si tratta del primo numero di Betti di U incrementato di uno.
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Una ipotesi che faremo spesso ¢ che f : U — C sia una funzione olomorfa
in U e continua in U: esprimeremo questa ipotesi con la notazione f € O(U).

9.6.5 Teorema di Cauchy Se f € O(U) nel dominio semplicemente connesso
U e se derivata f': U — C continua, allora per ogni curva chiusa I' contenuta

in U:
/Ff(z)dz =0

DIMOSTRAZIONE: Per definizione:

/Ff(z)dz = /F(udx —vdy) +1 /(udy + vdx)

r

(diamo per nota la teoria elementare delle forme differenziali nel piano ed il
teorema di Gauss—Green) ove, per ipotesi e per il teorema precedente, le u e v
sono parzialmente derivabili dunque, per il teorema di Gauss—Green (la curva
regolare connessa [' e la frontiera di un dominio semplicemente connesso & del

iano)
p /F f(2)dz = / /@ (—vp — uy)dady +i / /Q5 (s — vy)ddy

Ma questi integrali sono zero per le relazioni di Cauchy—Riemann.
QED

Il caso realmente interessante ¢ quando I' = 9U.

Osserviamo che, dalla definizione e dalla sua caratterizzazione, non discende
immediatamente la continuita della derivata di una funzione olomorfa: abbiamo
dunque dovuto supporla nelle ipotesi del teorema di Cauchy@.

Il teorema di Cauchy puo estendersi ad un dominio non semplicemente con-
nesso, osservando che un tale dominio puo sempre rendersi semplicemente con-
nesso a meno di effettuarne dei tagli:

Supponiamo cioe che U sia delimitato da una curva I' con n + 1 componenti
connesse ['g, ..., [';, (quattro nella figura) e consideriamo dei segmenti che uniscano
le componenti “interne” al dominio con la componente “esterna”@. Se 71, ..., v,

"In realtd, questa supposizione & superflua, come dimostrato da Goursat nel 1904: per questa
versione piu generale del teorema di Cauchy (che infatti ne rivela la natura topologica) si veda
I 5.

8 Precisamente il numero di tagli che bisogna effettuare per renderlo semplicemente connesso
¢ pari al primo numero di Betti del dominio stesso.

9Dovrebbe essere chiaro al lettore come rendere rigoroso questo ragionamento intuitivo.
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sono questi segmenti, il dominio che si ottiene dopo il taglio ¢ semplicemente
connesso e ha come frontiera I' U~ U ... U ,.

Allora il teorema di Cauchy applicato a questo nuovo dominio implica che (tenen-
do conto delle diverse orientazioni fra le componenti “interne” e quelle “esterne”
della curva I'; e del fatto che i segmenti 7, ..., 7, sono presenti due volte e con
segni opposti nell'integrazione):

nzﬂ/f Ydz = FOf(z)dz

il che si esprime (tenendo conto che Dorientazione su I'y € opposta a quella delle
restanti componenti Connesse ancora come

[ e

9.6.6 Teorema (ForMuLA DI CAucHY) Se f€O(U) nel dominio regolare sem-
plicemente connesso U allora, per ogni zo € U:
1 f(z
f(20) = 5= ) d

21 Jouy 2 — 20

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo un disco D, = {z | |z — 29| < p} di centro 2
e completamente contenuto in U (cio e possibile perché U e aperto. Allora la
funzione

f(z)

zZ— 20

p(2) =
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¢ olomorfa in U \ {2} (che non & un dominio regolare, dato che una componente
connessa della sua frontiera si riduce al solo punto {2y}), e quindi ¢ pure olomorfa
in U \ D, che & un dominio regolare (non semplicemente connesso, ma tale che
il suo bordo sia QU U 9D,.): allora per il teorema di Cauchy in questo dominio:

/8[] o(z)dz = /BDT o(z)dz

Questo vale per ogni scelta di r tale che D, C U: quindi 'integrale a primo
membro non dipende da r: in particolare la relazione precedente vale per r — 0
e quindi, dato che un elemento sul bordo 0D, = {z | |z — 29| = r} si scrive come
z = zg + re' al variare di t € [0, 27), otteniamo

2m it
/ o(z)dz = lim ¢0(2)dz = lim Mreitdt = 2mi f(20)
oU

r—0 Jap r—0 J reit
e

QED

Il teorema precedente, del pari del teorema di Cauchy, vale per un dominio
regolare qualsiasi, anche non semplicemente connesso.

Se il dominio U e un disco aperto di centro z; e raggio r evidentemente la
formula di Cauchy diviene

9.6.7 Teorema (FORMULA DEL VALOR MEDIO)

f(20) L/Lzzo:r [z +ret)dt

- 2rr

Dunque i valori di una funzione olomorfa all’interno di un disco sono determi-
nati dai valori che assume sul bordo: esaminando ulteriormente questo fenomeno
giungeremo al principio del massimo per funzioni olomorfe.

9.6.2 Sviluppi in serie di potenze

Le funzioni olomorfe sono talvolta chiamate analitiche: questo perché possia-
mo confonderle con le funzioni sviluppabili in serie di potenze.

9.6.8 Definizione Una serie di potenze ¢ una serie della forma

o
Z an(z — 29)"
n=0

con ¢, € C costanti, zo € C e z variabile complessa.
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Ricordiamd™@ che una serie di funzioni si dice uniformemente convergente in
un dominio U se per ogni € > 0 esiste un n. tale che per ogni n > n. si abbia:

<e€

‘f(Z) - gfk@)

e che una condizione necessaria per la convergenza uniforme & la possibilita
di maggiorare i termini della serie di funzioni con quelli di una serie numerica
assolutamente convergente (criterio di Weierstrass).

In generale sara interessante stabilire il dominio di convergenza uniforme di
una serie di potenze:

9.6.9 Definizione [l raggio di convergenza di una serie di potenze ¢ il valore
p tale che, per ogni disco di centro zy e raggio r < p la serie converga unifor-
memente in quel disco e per ogni r > p la serie non converga in nessun punto
esterno al disco chiuso di centro zy e raggio r.

9.6.10 Definizione Se una serie di potenze converge in un aperto U, la funzione
che a z € U associa il valore della serie in z si dice analitica.

Cioe le funzioni analitiche sono le funzioni definite da serie di potenze con-
vergenti.

9.6.11 Teorema (CAUCHY-HADAMARD) Il raggio di convergenza p di una se-
rie di potenze valdX®

B 1
P mn_mmnp/n

(inverso del massimo limite della successione |a,|'/™.)

DIMOSTRAZIONE: Se 0 < r < p allora

1/n

mn—>oo|anrn|1/n - Tnhl{loo la, " < 1

Dunque la serie numerica
[0.9]
E :|anrn’
n=0
converge (per il criterio della radice per serie numeriche), e per ogni z tale che

|z — 2] <1
|an(z = 20)"[ < [anr”|

10 Agsumiamo la conoscenza della teoria elementare delle serie di funzioni.
U1l valore di p ¢ in [0, 00] con la convenzione simbolica che 1/0 = oo e 1/0c0 = 0.
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Cosi il termine generico della serie di potenze ¢ maggiorato dal termine generico
di una serie assolutamente convergente.
Rimane il caso p < oo. Consideriamo in questo caso z tale che |z — zo| > p e

quindi

1< ‘Z - Z0|mn—>oo|an|l/n = mn—>oo|a7I(Z - Zo)n|l/n

Quindi il termine generico della serie di potenze non ¢ infinitesimo e, come noto,
questo implica che la serie non puo convergere.
QED

9.6.12 Esempio Consideriamo la serie

o

Z(z —2z)"

n=0

(i coefficienti sono tutti 1). Per il criterio del rapporto per la convergenza delle
serie numeriche, la serie converge nel cerchio di centro zy e raggio 1 a qualche
funzione analitica f: allora, per definizione di convergenza di una serie:

n

. n o I=(z—2)" 1
f(z)—nhinookz:%(Z—Zo) —nhinoo g—(z—2) 1—(2—z)

(per la formula di sommazione di una serie geometrica con un numero finito di

addendi).

Il teorema fondamentale sulla convergenza delle serie di potenze é il

9.6.13 Teorema (ABEL) Se una serie di potenze

Z an(z — 29)"

n=0

converge in un punto z, # 2o allora converge assolutamente in ogni punto interno
al disco di centro zy e raggio |z — zo| ed in un disco chiuso di centro zy e raggio
r < |z1 — 20| la serie converge uniformemente.

DIMOSTRAZIONE: Se z ¢ tale che |z — zy| < |21 — 20| definiamo ¢ < 1 come

B |z — zo|
q —_—

|21 — 20
Poiché la serie converge in z; il suo termine generico e infinitesimo, i.e. esiste una
costante M tale che
n
lan| |21 — 20" < M
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e quindi
— <0
> an(z =)' <3 lanl [z = zl" < M} | =—
n=0 n=0 n=0
o0
M
; "=,

(¢ < 1 e quindi la serie geometrica converge). Questo dimostra la convergenza
della serie.

Per vedere I'uniforme convergenza nel disco di centro zy e raggio r < |z — 2|
usiamo il criterio di Weierstrass: infatti la serie

o0 n

r

n=0 |Zl - Z()|n

(che ovviamente converge perché ¢ una serie geometrica con r/|z; — 29| < 1)
maggiora la serie di potenze per costruzione.
QED

Nel suo dominio di convergenza, una funzione analitica puo integrarsi e de-
rivarsi un numero arbitrario di volte, ottenendo sempre funzioni analitiche nel
medesimo dominio. Inoltre i termini generici di una serie di potenze soddisfano
in modo ovvio le relazioni di Cauchy—Riemann: quindi

9.6.14 Corollario Una funzione analitica e olomorfa.

Quello che ci proponiamo di dimostrare e che vale anche il viceversa.

9.6.15 Teorema Una funzione olomorfa é analitica nel suo dominio di olomor-

fia.

DIMOSTRAZIONE: Sia f : U — C olomorfa nell’aperto U; se zo € U allora esiste
un disco D, di centro zq e raggio r interamente contenuto in U. Usando la formula
integrale di Cauchy ed i teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale
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(usando la teoria di Lebesgue oppure la convergenza uniforme delle serie):

f(z) = L de = %/@ J(w) dw

210 Jop, W — 2 p, W— 2 — (2 — 2)

1
L @)
T Jop, (w = z0) (1 - 222)
1 flw) &= [(z—2\"
= — d
2me —zonzzo(w—zo) v

Quindi, intorno a 2y la funzione f ¢ analitica.
QED

Lo sviluppo in serie di una funzione analitica ¢ ovviamente unico: i coefficienti
dello sviluppo sono
1 f(w)

y _ n+1
2710 Jop, (W — 2p)
e devono quindi coincidere con i termini della serie di Taylor della funzione f
intorno a zy:

dw

Ay —

d’I’L
% (Zo) = n!an
Dunque

9.6.16 Teorema Una funzione olomorfa é infinitamente derivabile e

My - fw)
e = 2mi Jop, (w — z)"+!

in un opportuno disco D, di centro zy e raggio r.

9.6.17 Esempio La funzione
1
1+ 22

f(z) =

& analitica in tutto il piano complesso eccettuati i puntf2 +i. Considerando la
formula di sommazione di una serie geometrica che abbiamo stabilito in prece-
denza

n=0

120Qsserviamo che non si tratta di un dominio regolare, ma basta prendere C a cui si tolgano
due dischi chiusi intorno a questi punti per ottenere un dominio regolare.
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troviamo che f che deve quindi essere I'espansione di Taylor in ogni disco del
piano complesso che non contenga i punti +i.
Applichiamo ora le formule precedenti per calcolare I'espansione di Taylor

intorno al punto 1 in un disco di raggio r = v/2. Scrivendo

1 1/ 1 1
f(z)_1+z2_Z(z—i_z+¢)

ed utilizzando ancora la formula di sommazione della serie geometrica:

f) = Y-y A Dy

(abbiamo usato le rappresentazioni polari 1 i = V2etiT/ *). Il raggio di conver-
genza di questa serie &, per la formula di Cauchy-Hadamard, v/2.

9.6.3 Continuazione Analitica

Il seguente principio ¢ di fondamentale importanza: stabilisce infatti una
proprieta determinante delle funzioni olomorfe.

9.6.18 Teorema Se f € O(U) nell’aperto connesso U allora, se linsieme degli
zeri di f contiene un punto di accumulazione, f = 0.

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo per assurdo che esista una successione {z, }nen
dizeri di f (i.e. f(z,) = 0) convergente ad uno zero z di f. Intorno a z possiamo
scrivere

Fw) =3 auw —2)"

Consideriamo il piu piccolo intero m tale che a,, # 0. Allora

0= lim M: lim (apm+a—m+1(z,—2)+...) =an
n—-s00 (zn — Z)m n—-s00

Questo assurdo dimostra che f deve essere identicamente nulla intorno a z, e
quindi I'insieme dei punti di accumulazione dell’insieme degli zeri di f ¢ aperto
(osserviamo che questo insieme non & vuoto, perché contiene z e non esaurisce
tutto U perché f non e identicamente nulla). Ma questo insieme & anche chiu-
so, dato che contiene (per definizione) i suoi punti di accumulazione. Quindi U
contiene un insieme chiuso e aperto e questo e impossibile, dato che lo si era
Supposto connesso.

QED
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9.6.19 Corollario Se f € O(U) in un aperto connesso del piano complesso C e
se |f| € una funzione costante in U allora anche f ¢é costante in U.

DIMOSTRAZIONE: Osserviamo che, se f = u + v, per le relazioni di Cauchy—
Riemann:

' = (ug +ivy) (v — iv) = (uuy + vv,) + i(uv, — vuy)
_6u2+v2_,8u2+02_8|f|_,(‘9|f|_
~ T or T oy oz oy

0

(infatti (uv, — vu, = —uu, —vv,)). ma il implica che se un prodotto di funzioni
olomorfe ¢ nullo, almeno una delle due funzioni deve essere identicamente zero,
e quindi f = 0 oppure f & costante in U.

QED

9.6.20 Corollario (PRINCIPIO DI IDENTITA DELLE FUNZIONI OLOMORFE) Se

f,g€O(U) e se linsieme dove f = g ha un punto di accumulazione allora f = g
su tutto U.

In particolare, mentre una funzione olomorfa e certamente infinitamente diffe-
renziabile, non ¢ detto che una funzione C'*° sia olomorfa: puo benissimo darsi
che una funzione infinitamente differenziabile sia, ad esempio, nulla in un intero
intervallo, ma non identicamente nulla in tutto I'insieme di definizione.

Se un insieme A e unione di due insiemi B e C e se sono date due funzioni
f:B— Xeg:C — X tali che fgnc = g|pnc allora esiste una sola funzione
fUG: A— X che ristretta a B e C' coincide con f e g. Usando questa ovvia
definizione possiamo dare un altro corollario del teorema:

9.6.21 Corollario Se f, € O(U)) e fo € O(Us) e se fily = faly ove V ¢ un
aperto connesso contenuto in Uy N Uy allora la funzione f1 U fy € univocamente
ben definita e analitica.

L’applicazione di questo corollario per estendere il dominio di definizione di
una funzione si dice continuazione analitica. Ad esempio, non appena una serie
di potenze sia definita sull’asse reale, possiamo estenderla in modo unico ad una
funzione olomorfa in un aperto del piano complesso.
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9.6.22 Esempio Le classiche funzioni

oo
x2n+1

sinx = Z(—l)"m

n=0

x
expx :Z—
n!

n=0
danno luogo a funzioni olomorte in opportuni aperti del piano complesso.

Evidentemente, il dominio (connesso) di olomorfia di una funzione puo ren-
dersi massimale in virtu del principio di continuazione analitica.

9.6.23 Definizione Una funzione olomorfa si dice intera se il suo dominio di
olomorfia ¢ ['intero piano complesso C.

Torniamo ora a considerare funzioni olomorfe ed il loro comportamento al
bordo dei dischi chiusi.

9.6.24 Teorema (PRINCIPIO DEL MASSIMO) Se f€O(U) nel dominio regolare

U allora la funzione reale |f| (se non ¢ costante) assume il suo valore massimo
sul bordo OU = U\ U di U.

DIMOSTRAZIONE: La funzione reale che stiamo considerando

f(2)] = Vur(z,y) + v¥(z,y)

& continua in U. Dunque assume un massimo M in qualche punto zy = (2, y0)€U.
Supponiamo per assurdo che zy € U non sia un punto del bordo di U: esiste allora
un disco D, di centro z; e raggio r interamente contenuto in U, per il quale la
formula del valor medio, ed il fatto che per ogni z € U |f(z)] < M, implicano che

2 2
szz\ / F(zo + eyt < / F(zo+ re)|dt < 2nM
0 0

cioe che )
/ |f(z0 + re')|dt = 27 M
0
da cui, per continuita di f in U e per la definizione di massimo M:
Vz |z—2|=r=|fz)|=M

Quindi f e costante in modulo su in intorno di f e, per continuazione analitica,
e costante in tutto U, il che e assurdo.
QED
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Possiamo ora dimostrare il teorema che, in un certo senso, inverte il teorema
di Cauchy:

9.6.25 Teorema (MORERA) Una funzione continua f : U — C definita in un
dominio regolare semplicemente connesso tale che, per ogni curva regolare chiusa

[' C U si abbia
/f(z)dz =0
r

e necessariamente olomorfa in U.

DiMOSTRAZIONE: Consideriamo, per zp,z € U e per un cammino v C U che
connetta zg e z (i.e. se v : [a,b] € U allora y(a) = zy e y(b) = 2), la funzione

erzlfwﬂw

Dimostriamo che si tratta di una funzione olomorfa: se scriviamo f = u + iv e
F =U +iV, allora (per le relazioni di Cauchy—Riemann):

U, = /uxdﬁ — vpdn = /vyd§ + uydn =V,
Y

~

U, = /uydf — vydn = — /vmdé + uydn = =V,
Y

v

Quindi F' soddisfa alle equazioni di Cauchy-Riemann e dunque ¢ olomorfa.
Ovviamente

F'(z) = Uy(z,y) + iVy(z,y) = /uxdf — vzdn + i/vxdé + uzdn

Y v

=[f@ﬂw=ﬂa

QED

Il teorema si generalizza in modo ovvio a domini non semplicemente connessi.

9.6.26 Teorema (LIOUVILLE) Una funzione intera e limitata (in modulo) ¢é
costante.

DIMOSTRAZIONE: Usiamo la formula di Taylor per la derivata di f € O(C):

f(z) = i/@D ( S pdw

 2mi w— 2)
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(ove D, ¢ il solito disco di centro z e raggio r). Ora sfruttiamo la limitatezza di

/1 ) y
w
sy [ BN <
21 Jop, T2 R
Ma 7 puo essere scelto arbitrariamente grande (perché f ¢ intera) e |f'| ¢ in-
dipendente da R: quindi |f’| = 0 su tutto il piano complesso, quindi |f| &
costante.
QED
Ad esempio, la funzione sin z, continuazione analitica della funzione reale sin
non puo essere limitata (come accade nel caso reale), perché ovviamente non e
costante.
Una notevole applicazione e la seguente:

9.6.27 Teorema fondamentale dell’Algebra Un polinomio a coefficienti com-
plessi e di grado positivo ammette sempre almeno uno zero.

DIMOSTRAZIONE: Un polinomio complesso ¢ una funzione della forma
p(2) = an2™ + ap_12" 4 .. 4 ag

Si noti che, per |z| abbastanza grande, possiamo scrivere

n—1

Ay —
) 2 127 (Jonl = 228 = ol ) > Lo

Ora supponiamo che p non abbia zeri nel piano complesso: allora la funzione
1/p(2) ¢ intera e, per la disuguaglianza precedente:

1 1
Im ——< lim —— =0

jel—00 |p(2)| T ld—oo |ag| [27]

Quindi |1/p(z)| e limitata e, per il teorema di Liouville, deve essere costante, il
che ¢ assurdo.
QED

9.6.4 Residui

9.6.28 Definizione Una serie di potenze bilatera

e}

Z an(z — z)"

n=—0oo

st dice serie di Laurent.
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Per determinare il dominio di convergenza di una serie di Laurent, spezzia-
mola come

o

Zan(z—zo Zanz—zo —l—za_ z—zo)

n=—oo n=1

Il dominio di convergenza della serie di Laurent sara I'intersezione dei domini di
convergenza delle due serie che figurano a secondo membro; nel caso della prima
di queste serie si tratta di un disco di centro zy e raggio p. Mostriamo che nel
caso della seconda serie il dominio e il complementare di un disco di centro zj.
Poniamo

in modo che

oo
d “a_ - § a—nC"
Z — Zo
n=1
Si tratta quindi di una serie di potenze di centro 0; sia % il suo raggio di conver-
. . o0 —n .. .
genza: evidentemente la serie > " | a_,(2—2p) "™ ha come dominio di convergenza
il complementare del disco di centro 2, e raggi R.

Dunque una serie di Laurent definisce una funzione olomorfa nella corona
circolare Cr, = {2 €C | R < |z — 2| < p}. Ovviamente puo benissimo accadere
che sia p << R e quindi Cg , = 0: in questo caso la serie di Laurent non definisce
alcuna funzione olomorfa.

9.6.29 Teorema (LAURENT) Una funzione f € O(Cg,) € univocamente deter-
minata in Cr, dal suo sviluppo in serie di Laurent.

DIMOSTRAZIONE: Se z € Cg,, consideriamo due cerchi I'; e I'; di centro zj e raggi
tali che R < ry < |z — 29| < 11 < Er. Per la formula di Cauchy (in un dominio
non semplicemente connesso) si trova

1 1
o L[ fw L )
2 Jp, w— 2z 21 Jp, w — 2
Ora, sul cerchio I'y vale la
|z — zo|

<1
|lw — 2]

quindi
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Integrando e scambiando il segno di integrale con quello della serie (per la teoria
di Lebesgue o per uniforme convergenza):

1 e}
— %dw = nZ:; an(z — 29)"

27t Jr,

con, per n > O:

1 f(w)
n = 271 Jp, (w — zp)" ! dw

In modo analogo, dalla

|1U—Zo| < 1
|z — 20|

sul cerchio I'y si trova

1 f(w) S 1
RNy R I PHE S P

omi Ty (z —2o)"

1 f(w)
“n = o /rz (w — ZO)*"“dw

Le a, e a_, cosi ottenute sono olomorfe in Cg , e quindi, i corrispondenti inte-
R,p )

grali non dipendono dai cammini di integrazione: dunque possiamo combinare le

formule per a,, e a_,, ottenendo

con, per n > 0:

1 f(w)
= | — g
= on r (w — z)"*! v

con n € Z e I' qualsiasi curva regolare chiusa contenuta nell’anello Cg ,. Quindi

[e o]

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—oo

ove la serie converge nella corona circolare Cg , ed uniformemente nella corona
circolare chiusa {z € C | ry < |z — 20| <7}

Dimostriamo infine 'unicita dell’espansione di Laurent della f; supponiamo
che sia

f(2)= ) balz—z0)"

n=—oo

131] ragionamento ¢ il medesimo che abbiamo svolto nel dimostrare I’analiticita delle funzioni
olomorfe.
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ove esista almeno un n € Z tale che a,, # b,. Quindi in Cg, abbiamo che

f(z) = Z an(z — 29)" = Z b (z — zo)"

n=—0oo n=—0oo

Considerando il cerchio I', di centro zy e raggio R < r < p, queste serie vi
convergono uniformemente e, moltiplicandole per (z—2¢)" ™! (per meZ fissato)
ed integrando termine a termine otteniamo:

2m
/ (z — 20)" ™tz = ir”_m/ e — Qi
0

r

Cosi, dopo aver integrato le serie in a, e b,, avremo solo un termine non nullo
per ciascuna serie, e precisamente

Ay, = by,

Ma m puo scegliersi arbitrariamente, e quindi le serie debbono coincidere.
QED

9.6.30 Definizione Se una funzione olomorfa f é definita in un dominio U
privato di un punto zg interno a U, si dice che zy é singolare per f.

Dato che U ¢ aperto esiste un disco D centrato in zy e completamente con-
tenuto in U tale che la funzione sia olomorfa in D \ {z} e quindi in una corona
circolare di centro zy e contenuta in D. Possiamo dunque limitarci a studiare i
punti singolari come se fossero centri di corone circolari.

9.6.31 Definizione Un punto singolare zy per una funzione olomorfa f si dice:

(1) singolarita eliminabile se la serie di Laurent di f intorno a zy non contiene
termini di esponente negativo (i.e. se a, =0 pern <0);

(2) polo di ordine m se la serie di Laurent di f intorno a zy mon contiene
termini di esponente minore di —m (i.e. se a, =0 per n < —m);

(3) singolarita essenziale se la serie di Laurent di f intorno a zy contiene ter-
mini di esponente negativo arbitrariamente basso (i.e. se per ogni n < 0
esiste un m < mn con am, #0);

Se zp € una singolarita eliminabile, la funzione f puo estendersi ad una fun-
zione olomorfa in zp: infatti facendo tendere z a zy (da qualunque direzione) otte-
niamo come limite della serie di Laurent il valore ag; definendo allora f(zy) = ag
otteniamo l’estensione voluta.
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Se 2 € una singolarita essenziale, il comportamento della funzione olomorfa in
un suo intorno puo essere estremamente bizzarro, in particolare, profondi teoremi
dovuti a Casorati, Weierstrass e Picard dimostrano che non e possibile controllare
in alcun modo il comportamento di f intorno ad una singolarita essenziale.

Infine, se zy € un polo di ordine m possiamo scrivere, in una corona circolare

centrata in zg:
(o)

f(z2)= ) an(z—2)"
n=—m
In questo caso non possiamo eliminare la singolarita, dato che per z che tende a
2o il valore di |f(z)| cresce arbitrariamente: infatti

1) = iZ))m ot _‘IZO +3 an(z — z0)"
=(2—2)" (@ + ... +a_1(z—20)™ ") + Z an(z — 2p)

=(z—2z)™ —l—Zanz—zo

ove ¢ ¢ olomorfa in z. ¢ immediato ora che per z — z, |f(z)| cresce arbitra-
riamente.

9.6.32 Definizione I residuo di una funzione olomorfa in una sua singolarita
zo € il valore del coefficiente a_y nel suo sviluppo di Laurent intorno a zg.

Per unicita della serie di Laurent il residuo e ben definito ed e pari a

Res,, f(2) := 2m/f

per ogni curva regolare chiusa I' nel dominio di olomorfia di f che racchiuda il
punto zo (e nessun altro punto singolare di f).

Il calcolo dei residui ¢ estremamente utile, e, nel caso di poli, puo effettuarsi
in modo semplice.

Sia infatti z5 un polo di ordine m: i.e.

f(z) =(z—20)"(aem + ... + a_1(z — 20)™ —i—Zanz—zo
n=0

Moltiplicando ambo i membri per (z — z)™, derivando (m — 1) volte e passando
al limite per z — 2z si ottiene

Ressy £(2) = —— lim T (2 — 2)" f(2))

(m — 1)l 2—=2 dzm~!
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9.6.33 Definizione Una funzione olomorfa in un dominio U e che abbia in
questo dominio al pit singolarita polari si dice meromorfa in U.

Ad esempio una funzione razionale (un quoziente di polinomi) ¢ meromorfa
nel piano complesso.

9.6.34 Teorema dei Residui Se f é meromorfa nel dominio regolare chiuso
U con un numero finito di singolarita z, ..., z, € U allora

1 f(z)dz = Z Res., f(2)

271 U Jopr”

(la somma é finita perché le uniche singolarita non eliminabili della f sono i poli
L1y enny Zn)

DIMOSTRAZIONE: Poiché i punti 21, ...z, sono isolati possiamo trovare dei dischi
Dy, ..., D, centrati in essi e che non contengano altri punti singolari (di piu: i
dischi D; sono a due a due disgiunti): I'idea & di applicare il teorema di Cauchy
al dominio U \ U, D;, nel quale la funzione & olomorfa, ottenendo

1

n 1 n
27t o f(z)dz = ; 57 f(z)dz = ;Reszk flz) = Z Res,, f(2)

dDy, z0€U

QED

Non ci soffermiamo sulle applicazioni di questo teorema, in particolare al
calcolo di integrali definiti per mezzo di una scelta opportuna dei domini di inte-
grazione: per questo rimandiamo ai testi specialistici. Concludiamo con qualche
semplice ma notevole conseguenza.

9.6.35 Corollario Se f ¢é una funzione meromorfa nel dominio regolare U e
g€ O(U) allora, per zo € U:

Res., (fflé;)g(z)) = Vx(f)9(20)

ove U, (f) & lordine di f in zy (minimo intero per il quale il coefficiente dello
sviluppo di Laurent non é nullo).

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che U sia un disco centrato in zy (possiamo
assumerlo senza ledere la generalita). Sia

f(z) = (z = 2)"h(2)
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con h(z) olomorfa e mai nulla in U. Allora n = v,,(f) e

f’(Z)g<Z> _ nlz = 20)"h(2) + (2 — %)"h(2)) g(2)
f(2) (2 = 20)" h(z)
9(z) | M(z)

- 20 + h(z) 9(2)

ma h'g/h & olomorfa, quindi il suo residuo e zero in zq e

Res,, (%g(z)) = % /6U :g_(zzz)dz = ng(zo)

QED

9.6.36 Corollario (TEOREMA DELL’INDICATORE LOGARITMICO) Sia U un do-
minio regolare, una funzione f meromorfa in U e zy,..., 2z, gli zeri di f in U e
D1y ooy P @ poli di f in U: supponendo che f non abbia zeri su OU e che g sia
olomorfa in U allora

3r [ a0 = S a0 - Y alval)

k=1

In particolare, per g = z si ha

LR N (S
o /aU ) Z () Zm ()

e per g = 1:

L[ L) G oS 0 (1) = S () = #leri di £} — #{poli di /)
k=1 k=1

2mi ou f(2)



