Algoritmo di Gauss e sue applicazioni

PAaoLO CARESSA

L’algoritmo di eliminazione di Gauss ¢ senza dubbio il piu importante,
semplice ed utile procedimento matematico che si conosca: consente di
risolvere i sistemi di equazione lineari, ed & utilizzato per risolvere qual-
siasi problema che sia riconducibile ad un problema lineare, cioe pra-
ticamente qualsiasi problema; ¢ usato in Ingegneria, Economia, Fisica,
Matematica e chi pitt ne ha piti ne metta.

1 Sistemi di equazioni lineari

L’equazione lineare ax = b (con a,b € R, numeri reali, e a # 0) si risolve
immediatamente come x = —b/a; spesso, comunque, si ha a che fare con piu
incognite: 1’equazione lineare con n incognite e

(%) T + ATy + -+ apT, = b

ove aq, ..., a, € R ed almeno uno fra essi ¢ non nullo.

Se immaginiamo che le variabili z; rappresentino quantita indipendenti fra
loro non possiamo dire molto su questa equazione: quello che possiamo fare
e esprimere una incognita x; (il cui coefficiente a; non sia nullo) in funzione
delle altre come

1 i—1 n 1
xi:a—i b—;ajxj—i-z%xj :a—i b— Z ajxj

j=it1 j=1,...n
J#

Definizione 1.1 Una soluzione dell’equazione lineare in n incognite (*) é un
vettore (cq, ..., c,) € R™ tale che

ai1c1 + ascy + -+ -+ ayc, = b
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Si noti che I'insieme S(ay, ..., a,) C R™ delle soluzioni dell’equazione (*) &
sempre non vuoto: poiché esiste un indice i tale che a; # 0 (altrimenti ’equa-
zione & vera per ogni (11, ..., z,,)) allora (0, ...,0,ba; ', 0, ...,0) & una soluzione,
ove I'unico elemento non nullo della n-pla & 1'i-esimo.

In realta ci sono infinite soluzioni per questo sistema lineare, che formano
un insieme parametrizzato da n — 1 numeri reali.

Consideriamo ora un sistema di n equazioni lineari in m incognite:

1171 + a1 + - -+ ATy = by

9171 + A2oXo + *+ + + A9, Ty, = by

(%)
Ap1T1 + ApaZ2 + -+ - + App Ty, = bn

In generale n # m; si noti che i coefficienti che compaiono nelle equazioni
hanno due indici: il primo indice ¢ quello dell’equazione in cui compaiono, il
secondo indice e quello della variabile per cui sono moltiplicati: in forma piu
sintetica possiamo scrivere il sistema (*) come

m

’L:]_,...,’I’L E aijxj:bj

i=1
Si noti che un tale sistema non ammette sempre soluzione: ad esempio

21’1—372:0
4.]71—2.]72:2

non e risolubile, altrimenti avremmo due numeri reali ¢;,co € R tali che
2c1 — o = 0, cioe ¢y = 2¢1; ma anche 4c¢; — 2¢5 = 2 da cui 4¢; — 4¢q; = 2 che
e assurdo!

Il motivo per cui esistono sistemi senza soluzioni € che diverse equazioni
di uno stesso sistema possono imporre relazioni contraddittorie fra uno stesso
gruppo di variabili: ad esempio {z = 1,z = 2} € ovviamente un sistema senza
soluzioni, a meno di non avere 1 = 2!

Tuttavia, ¢ ovvio che se i termini noti sono tutti zero allora il sistema
possiede sempre una soluzione banale, cioe quella nulla: z; = 29 = -+ =
T, = 0.

Usando il prodotto di vettori e matrici possiamo scrivere in forma piu
compatta un sistema lineare, come

Arx =0
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dove
aily Qa2 - Qim 1 by
a1 Q22 -+  Q2m T2 by
A= , xr= , b=
Ap1 Ap2 - Anm Tm bn

A si dice la matrice dei coefficienti del sistema, x il vettore incognito e b il
vettore dei termini noti.

Un metodo per risolvere un sistema lineare, quando questo ammette so-
luzione, e quello di sostituzione: si seleziona una equazione, e in questa equa-
zione una variabile; si esprime questa variabile in termini delle rimanenti e si
sostituisce questo valore nelle altre equazioni; in questo modo, tolta I’'equazio-
ne selezionata, si ha un sistema con una variabile ed una equazione di meno;
iterando il procedimento arriveremo ad un sistema con una sola equazione
in piu variabili o con piu equazioni ma una sola variabile; nel primo caso il
sistema ammette infinite soluzioni, come gia visto, altrimenti ne ammette al
pill una, o nessuna se le equazioni che si ottengono sono incompatibili.

Esempio 1.2 Consideriamo il sistema

r+3y+42=1

r—2y+z=4
r+z2=0
Scegliamo I'ultima equazione x + z = 0, che ci dice z = —x e sostituiamo

questo valore di z nelle prime due, ottenendo il sistema

3y —3r =1
—2y=4

La seconda equazione ci dice y = —2, che sostituita nella prima fornisce il
sistema formato dalla sola equazione

{—3:1:—6:1

che ha come unica soluzione x = —7/3; quindi (—7/3,—2,7/3) I'unica solu-
zione del sistema.
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Esempio 1.3 Consideriamo il sistema

r+3y=1
r—2y=4
THy=2

Scegliamo la prima equazione x + 3y = 1, che ci dice v = 1 — 3y, e sostituiamo
questo valore di x nelle altre due equazioni, ottenendo il sistema

1—-by=14

1—2y=2
Ora la prima equazione ci dice y = —3/5 e la seconda y = —1/2; si tratta di
due equazioni incompatibili e quindi il sistema non ha soluzioni.

2 Algoritmo di Gauss

Il metodo di soluzione per sostituzione si basa sulla scelta di una equazione
e di una variabile in questa equazione e nell’iterazione di un procedimento
di sostituzione; tali operazioni sono soggette ad un margine di arbitrarieta
dovuto a queste scelte, e uno stesso sistema puo essere risolto con pochi o
molti calcoli a seconda delle scelte fatte. Un metodo piu efficiente e dato
dall’algoritmo di eliminazione di Gauss, che consiste nella manipolazione del
sistema in base a due sole operazioni elementari che vengono ripetute una di
séguito all’altra.

Queste due operazioni trasformano il sistema lineare, preservandone l’in-
sieme delle soluzioni, e consistono nello scambiare l'ordine delle equazio-
ni e nel sostituire ad un’equazione una sua combinazione lineare con altre
equazioni del sistema:

Teorema 2.1 Se Az = b ¢ un sistema lineare allora scambiando ['ordine
delle sue equazioni linsieme delle soluziont non cambia.

A livello di matrici questo vuol dire che se 1 < i < 7 < n sono due indici
distinti allora la matrice A’ ottenuta scambiando fra loro la riga A e la riga
Agjy di A, e il vettore b’ ottenuto scambiando fra loro le coordinate b; e b; di
b danno luogo ad un sistema A’z = b tale che Sapy = Say; quindi risolvere
A’z =V ¢ la stessa cosa che risolvere Ax = b.

Meno ovvio ma comunque elementare ¢ il seguente
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Teorema 2.2 Se Ax = b é un sistema lineare allora sostituendo la sua j-

ESIMaA equazione
E a]‘il‘i = bj
i

con la sua combinazione lineare
c E ajx; | +d E agiT; | = cbj + dby,
i i

ove j,k € {1,...,n}, ¢,d € R ed # 0, allora l’insieme delle soluzioni non
cambia.

Quindi possiamo trasformare un sistema scambiandone le righe e sosti-
tuendo ad una equazione una combinazione lineare di essa con un’altra senza
cambiare l'insieme delle soluzioni, che e cio che ci interessa. L’idea e ora di
usare queste trasformazioni per mutare il sistema in uno che sia di facile
soluzione.

Torniamo a considerare un sistema lineare Ax = b ove A € M, ,(R) e
b € R", cioe un sistema di n equazioni in m incognite: ci proponiamo di
discutere questo sistema, come si diceva una volta, cioe di vedere se e come
e risolubile: ricordiamo che una soluzione di Az = b e un vettore colonna
v € R™ tale che Av = b.

Definizione 2.3 Il sistema Ax = b si dice compatibile se ['insieme Sy4 delle
sue soluzioni € non vuoto, altrimenti si dice incompatibile.

Puo accadere che un sistema non sia compatibile, come abbiamo visto
nell’esempio 1.3 del paragrafo precedente; ricordiamo anche che

Teorema 2.4 Per ogni A € M, ,,(R) il sistema Az =0 é compatibile.

Puo comunque accadere che un sistema di questo tipo ammetta solo la
soluzione nulla: ad esempio

r—y=0
r+y=0

Definizione 2.5 Un sistema lineare della forma Ax = 0 (cioe privo di ter-
mine noto) si dice sistema lineare omogeneo.
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Teorema 2.6 Se Ax = b ¢ un sistema qualsiasi che sia compatibile, allora
se v € Say allora ogni altro w € Sy € del tipo w =v + z ove z € Sy.

Cerchiamo ora di capire quando un sistema e compatibile: intanto notiamo
che certi sistemi sono risolubili in modo ovvio: ad esempio

wt+z+2y+3z2=1
4y + 5z =2
6z =3

Partiamo dall’ultima equazione: ci dice immediatamente quanto vale z, cioe
z = 1/2; allora possiamo sostituire questo valore di z nell’equazione che la
precede, ottenendo 4y + 5/2 = 2, il che ci fornisce il valore di y = —1/8;
infine mettiamo i valori trovati per y e z nella prima equazione, ottenendo
w+zx—1/44+3/2=1 e quindi w+ = = —1/4; poiché le equazioni a nostra
disposizione sono finite, e le abbiamo usate tutte, le soluzioni del sistema sono

date dai vettori
w

—w—1/4
Sap = 121/8/
1/2

weR

Infatti mentre per z e y abbiamo trovato dei valori costanti, per x e w abbiamo
solo trovato una equazione lineare che li lega: e una equazione lineare in due
variabili ha spazio delle soluzioni parametrizzato da R, cioe¢ possiede infinite
soluzioni: per ogni ¢ € R esiste una e una sola soluzione, che si ottiene ad
esempio ponendo w =ce xz = —c — 1/4.

Risolvere il sistema precedente, e quindi dimostrarne la compatibilita, e
stato facile perché le sue equazioni avevano quella forma “a scala”; se potessi-
mo trasformare qualsiasi sistema in questa forma potremmo allora discuterlo
allo stesso modo: questo ¢ sempre possibile, ed anzi possiamo dare un algorit-
mo per effettuare questa riduzione in ogni sistema lineare: vediamolo prima
in azione su un esempio concreto.

Esempio 2.7 Consideriamo il sistema

r+2y+32=0 1 2 3 T 0
2r+4y+32=1 in forma matriciale |2 4 3 yl =11
3 2 -1 z 2

r+2y—2=2

Vorremmo ridurlo in forma “a scala”: un primo passo é tentare di eliminare
la x dalla seconda e terza equazione; consideriamo la seconda equazione: le
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operazioni che sappiamo fare sono scambiare le righe e sostituire una riga
con una sua combinazione lineare; in questo caso é evidente che per eliminare
la x dalla seconda equazione possiamo sommarle un multiplo della prima,
precisamente —2 volte la prima, in modo che la somma dei coefficienti relativi
alle x faccia zero:

(2r+4y+3z) —2(x+2y+32)=1-2x0 = —3z2=1

Sostituendo questa nuova equazione alla seconda otteniamo il sistema

T+2y+3z2=0 1 2 3 x 0
—3z=1 in forma matriciale |0 0 —3 y|l =11
3xr+2y—2z=2 3 2 —1 z 2

Analogamente eliminiamo la x dalla terza equazione, sempre usando la prima:
Br+2y—2)—3x+2y+32)=2-3x0 = —4dy—Tz=2

col che il sistema diviene

r+2y+3z =0 1 2 3 x 0
-3z =1 in forma matriciale [0 0 —3 yl =11
— 4y —102=2 0 —4 -10 z 2

Ora ci concentriamo sulle seconde due equazioni: notiamo che basta scam-
biarle per avere il sistema in forma “a scala”:

rT+2y+3z =0 1 2 3 T 0
—4y — 10z =2  in forma matriciale |0 —4 —10 y|l =12
32 =1 0 0 =3 z 1

Il sistema ora e in forma “a scala”, pronto per essere risolto: per risolver-
lo potremmo usare ancora le operazioni elementari, procedendo a ritroso,
cioé partendo dall’ultima equazione e dall’ultima colonna: si comincia con
sommare alla penultima riga I'ultima moltiplicata per —10/3:

r+2y+32=0 1 2 3 T 0
— 4y = —4/3  in forma matriciale |0 —4 0 y|=1-4/3
—3z=1 0 0 -3 z 1
e poi si somma alla prima riga 'ultima:
r+2y =1 1 2 0 x 1
— 4y = —4/3  in forma matriciale {0 —4 0 y| =1-4/3
—3z=1 0 0 -3 z 1
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Infine si somma alla prima riga la seconda moltiplicata per 1/2:

x =1/3 1 0 0\ [z 1/3
— 4y = —4/3  in forma matriciale {0 —4 0 y| =1-4/3
—3z=1 0 0 =3 z 1

A questo punto si divide ogni riga per il coefficiente non nullo che figura nella
matrice del sistema cosi ottenuta e si trova

r =1/3 10 0\ [z 1/3
y =1/3 in forma matriciale {0 1 0 y|l =1 1/3
z=-1/3 001 2 —1/3

Col che il sistema e completamente risolto.

Spesso € comunque piu semplice sostituire “a cascata” i valori delle inco-
gnite determinati nell'ultima equazione in quella immediatamente precedente,
e cosl via: otteniamo, nel caso dell’esempio precedente:

1 2—-7z 1

1
S T 1 T3 TT TS

Passiamo ora al caso generale, illustrando la sequenza di passi dell’algo-
ritmo di Gauss per la riduzione di un sistema nella forma a scala: per prima
cosa diamo un algoritmo che, a partire da un sistema Az = b, fornisca un
sistema che abbia le stesse soluzioni ma in cui la prima colonna (non nulla)
partendo da sinistra nella matrice A possiede un solo elemento non nullo, in
corrispondenza della prima riga: cioé compiamo la trasformazione

0 0 * x 0 0 * =
0 0 * =x 0 0 0 =%
N

ove con x denotiamo un qualsiasi elemento non nullo.

Algoritmo 2.8 Se Ar = b ¢ un sistema lineare:

(1) Se la matrice A ¢ nulla allora vai al passo 4., altrimenti esiste un ele-
mento a;; # 0 e quindi una colonna AY) di A non nulla: scegliamo il
minimo indice j > 1 tale che AY) #£ 0.
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(2) Consideriamo un indice ¢ > 1 tale che a;; # 0 (si noti che esiste un
margine di arbitrarieta per questa scelta), ove I'indice j e stato fissato
al passo 1. e scambiamo la riga Ay con la riga Ag;) e l'elemento b,
con l'elemento b;: a questo punto 1’elemento di indici (1, j) della nuova
matrice ¢ diverso da zero: denotiamo con A’ la nuova matrice e con b’
il nuovo vettore.

(3) Consideriamo i numeri
/

as .
& = —#
al;
(1 = 2,..,n) e sostituiamo alla riga A, di A" (con i > 1) la riga

A’(i) + ’(1) ed alla coordinata b; di b la coordinata b + «;b].

(4) Fine dell’algoritmo.

Una osservazione, utile in pratica, ¢ che al passo 2. dell’algoritmo c¢’¢ una
arbitrarieta di scelta dell’indice i che in un algoritmo (cioe in un procedimento
deterministico, programmabile su un calcolatore elettronico) non dovrebbe
mai avere luogo; esistono vari criteri per scegliere un determinato indice ¢ al
passo 2: ad esempio, se si esegue l'algoritmo “a mano” e utile scegliere ¢ tale
che a;; = 1 se possibile (questo semplifica il calcolo seguente).

Torniamo al nostro problema di ridurre Az = b in forma “a scala”: dopo
aver applicato 'algoritmo la nostra matrice A viene sostituita da una matrice

1Su un calcolatore una scelta vantaggiosa ¢ il partial pivoting, cioe scegliere I'indice i

tale che

a;j| = max |ag,;

jaij| =, maxax|
Ancora meglio sarebbe scegliere anche j con questo criterio, a costo di scambiare fra loro le
colonne; non abbiamo discusso lo scambio di colonne, ma il lettore puo facilmente arguire
che corrisponde a scambiare fra loro due variabili e quindi non altera I'insieme delle soluzioni
del sistema; la scelta di 7 e j tali che

la;j| = max |ang]
h=1,....n
k=1,....m

si dice full pivoting; il motivo per cui € vantaggioso massimizzare il valore assoluto dell’e-
lemento da porre in cima alla colonna e che questo elemento figurera a denominatore, e
quindi tanto pilt e grande tanto pil il suo inverso e piccolo; si pensi al fatto che se a;; e
vicino a zero allora 1/aq; diviene molto grande e quindi pud eccedere la capacita di calcolo
o di precisione di un calcolatore elettronico.
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del tipo
0 0 P1 *
s 0 0 O *

(ove p; # 0 si dice un pivot della matrice) e b viene sostituito da un vettore
b”, ed il nuovo sistema A”x = b" ha le stesse soluzioni di Ax = b.

Notiamo che le colonne composte tutte di zeri nella parte sinistra della
matrice a scala debbono essere presenti anche nella matrice di partenza (per
come ¢ strutturato 1’algoritmo) e corrispondono a variabili i cui valori possono
essere qualsiasi: chiaramente in un sistema lineare queste variabili non ci
interessano, quindi supporremo sempre che il primo pivot si trovi nella prima
colonna della matrice.

Come il lettore avra capito si tratta ora di ripetere ’algoritmo sul sistema
A"x =b" ove A” & la matrice ottenuta da A” eliminandone la prima riga, e
b" ¢ il vettore ottenuto eliminando da 4" la prima coordinata: quest’ultimo
€ un sistema con una equazione in meno del precedente, quindi, iterando
'algoritmo, dopo al pitt n — 1 passi (n € il numero di equazioni nel sistema
di partenza) otteniamo un sistema di una equazione sola, che avra la forma
Ty + -+ cpr, =dove 1 < r < nedeé quel che resta del vettore b di
partenza: riassumiamo questo procedimento nell’

Algoritmo di Eliminazione 2.9 Consideriamo un sistema Az = b con n
equazioni e m incognite:

(1) Applichiamo il primo l’algoritmo al sistema Az = b ottenendo un
sistema A’z =b'.

(2) Se A" = 0 allora il sistema ¢ compatibile se anche § = 0 e possiede in
questo caso una sola soluzione, oppure incompatibile se &’ # 0; in ogni
caso si vada al passo 4.

(3) Se si arriva qui & A’ # 0: consideriamo la matrice B ottenuata da A’
eliminandone la prima riga e il vettore ¢ ottenuto da b eliminandone la
prima coordinata; poniamo A uguale a B e b uguale a ¢ (cioé cambiamo
nome a queste variabili e facciamo loro denotare dei nuovi oggetti) e
andiamo al passo 1.

(4) Fine dell’algoritmo.

Se applichiamo tutti gli scambi e le sostituzioni effettuati in ciascun passo
alla matrice A, troveremo alla fine che si ¢ trasformata in una matrice (si
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rammenti che trascuriamo le colonne iniziali nulle)

D1k e k%
0 0 --- 0 p = *
00 -0 0 0 0 ps

(+) 0 0 00 0 00 0 b, X
0 0 00 0 00 0 0 0 0
Oo0 ---00U0:-02020--- 020 --0

che ¢ in forma “a scala” (dove una sequenza di zeri consecutivi puo anche es-
sere di lunghezza nulla, cioe mancare): il numero r & semplicemente il numero
di volte che si ¢ applicato il primo algoritmo e gli corrisponde una sequenza
p1, ..., pr di pivot.

So che a questo punto il lettore avra bisogno di qualche esempio ma,
per non rompere il filo del discorso gli chiedo di pazientare fino alla fine
del paragrafo: infatti, ora che abbiamo mostrato come ogni sistema si possa
ridurre, per mezzo di operazioni elementari sulla sua matrice A e sul suo
vettore dei termini noti b, ad un sistema in forma “a scala” possiamo limitarci
a risolvere i sistemi siffatti sicuri in questo modo di riuscire a risolvere qualsiasi
sistema lineare.

Notiamo che, se r ¢ il numero di pivot allora r < min{n, m}: & un fatto
ovvio ma importante.

Teorema 2.10 Un sistema Ax = b ove A ¢ nella forma “a scala” (*) é
compatibile se e solo se b,y = ---=b, =0 over é il numero dei pivot.

DiMOSTRAZIONE: Il sistema ¢ compatibile se e solo se esiste una colonna
v € R™ tale che Av = b e, dato che A & del tipo (*), abbiamo che Av & un
vettore colonna le cui coordinate dalla (n — r + 1)-esima in poi sono tutte
nulle (perché risultato di combinazioni lineari a coefficienti nulli), quindi una
colonna v € R™ puo essere soluzione del sistema se e solo se le ultime n —r
coordinate di b sono nulle (se n = r questa condizione & sempre vera e quindi
il sistema & sempre compatibile).

QED

La dimostrazione del teorema precedente suggerisce anche come parame-
trizzare le soluzioni, quando esistono:

Teorema 2.11 Se Az = b é un sistema compatibile, ove A é nella forma “a
scala” (*) allora:
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(1) Se m =1 possiede un’unica soluzione.

(2) Ser <m allora Sayp € in corrispondenza biunivoca con R™".

DIMOSTRAZIONE: Se il sistema ¢ compatibile, dopo averne ridotto in forma
a scala (*) la matrice, € stato trasformato in un sistema di r equazioni in
m incognite (le ultime n — r equazioni sono tutte del tipo 0 = 0 quindi le
eliminiamo): se m = r allora, come si evince dalla figura (*) che rappresenta
la matrice in forma a scala, i pivot sono collocati sulla diagonale della matrice,
perché sono certamente posti su colonne distinte, e dato che le colonne sono
esattamente 7 ogni colonna annovera fra i suoi elementi uno (ed un solo)
pivot. La r-esima ed ultima equazione del sistema e del tipo p,z, = b,, da cui
si trova un unico valore per z, che sostituito nella (r — 1)-esima equazione da
luogo ad un solo valore di x,_; e cosi via fino a x;: quindi il sistema ha una
sola soluzione.

Se r < m allora possiamo scambiare le colonne (cioe scambiare fra loro le
variabili, rinominarle) ed ottenere un sistema nel quale i pivot siano di nuovo
sulla diagonale: 1'ultima equazione ¢ allora del tipo

Pry + Apr41Tr41 + AT = b

e quindi (dato che p, # 0 essendo un pivot)

m
1
Tz, = — | b— E AriC;
Pr i=r+1

con (Tyi1,...,oT,) € R™ 7 qualsiasi; ne segue, sostituendo questo valore di
x, nella (r — 1)-esima equazione che anche z,_; ¢ combinazione lineare degli
Typi1, - T €, procedendo a ritroso nelle sostituzioni fino alla prima equa-
zione che le variabili xy, ..., z, sono in modo unico combinazioni lineari del-
le z,41,..., 2, da cui segue che la soluzione x dipende da r — m parametri
indipendenti.
QED
Notiamo che, dato che I'insieme delle soluzioni del sistema non dipende
dalle operazioni elementari, abbiamo il

Corollario 2.12 [l numero dei pivot non dipende da come é applicato [’al-
goritmo di Gauss ma solo dalla matrice A.

Questo non era chiaro a priori, dato che ¢’ un margine di arbitrarieta
nell’applicare 'algoritmo di Gauss (nella scelta delle righe da permutare ad
esempio): in effetti sebbene il loro numero sia sempre lo stesso a seconda di
come e eseguito l'algoritmo di Gauss si troveranno pivot in generale diversi.
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Definizione 2.13 [/ rango di una matrice A ¢ il numero di pivot ottenuti
applicandole ’algoritmo di Gauss.

Esempio 2.14 Discutiamo, al variare del parametro \ € C, il sistema

X1 + €T3 = —)\
—233‘1 -+ ()\ + 1)1’2 — 2.1’3 + 24 =3\
)\1’1 —|—<1+)\).§L’3 :1—)\—)\2

211 + 2N+ Dag + 2 x5 + (BA+2)zy = HA — 2\

Nell’eseguire I'eliminazione di Gauss dovremo quindi stare attenti a non di-
videre per zero, imponendo, se necessario delle condizioni sul parametro \:
lavoreremo sulla matrice e sul vettore dei termini noti anziché sul sistema:
cominciamo a scriverli in forma piti compatta

1 0 1 0 -A
-2 A+1 =2 1 3\
A 0 A1 0 1—X—\2

20 22+2 2\ 3242 5\ — 2)\?

e, con il primo l'algoritmo, azzeriamo le coordinate della prima colonna sotto
il primo pivot:

1 0 1 0 —-A
0 A+1 0 1 A
0 0 1 0 1—A

0 2A+2 0 3A+2 oA

ora dobbiamo scegliere il secondo pivot, ed abbiamo due possibilita: A\ + 1
oppure 2\ + 2; in ogni caso il pivot dipende da \ (la scelta migliore sarebbe
averlo indipendente dal parametro); scegliamo p, = A + 1 e quindi abbiamo

due possibilita: se A = —1 allora il sistema diviene
T +x3 = 1 T +ax3 = 1
Ty =—-1 T3 =2
—
€T3 =2 T4 =-—1
—xy =-5 0 =—6

e quindi é incompatibile, perché contiene un’equazione assurda (o, se si vuole,
per il teorema 2.10). Se invece A # 1 allora p, = A+ 1 # 0 puo essere scelto
come secondo pivot:

10 1 0 -A
0 A+1 0 1 A
0 0 1 0 1—A
0 0 0 3\ 3\
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Abbiamo quindi un sistema nella forma a scala, e ci sono due possibilita: se
A = 0 allora il rango della matrice del sistema ¢ 3 e la terza coordinata del
vettore b ¢ zero, quindi il sistema é compatibile con oo' soluzioni, date dal
vettore (lo scriviamo come riga) (—1,—c, 1,¢) al variare di ¢ € R.

Se A # 0 allora la soluzione é una sola: I'ultima equazione ci fornisce x, =
1, la terza ¢ x3 = 1 — A, la seconda (A +1)xy = A\—x4 cio¢ xg = (A—1)/(A+1)
e la prima x1 = —\ — x3 = —1 (si noti che A\ non parametrizza I'insieme delle
soluzioni ma il sistema: a A differenti corrispondono sistemi differenti, cioe A
va visto come una costante).

Come esercizio il lettore puo provare a dimostrare il teorema di Rouché—
Capelli:

Teorema 2.15 Un sistema Ax = b é compatibile se e solo se il rango della
matrice A e uguale al rango della matrice ottenuta da A aggiungendole come
(m + 1)-esima colonna il vettore b.

3 Applicazione: dipendenza lineare di vettori

Un insieme {vy,...,v,,} di vettori in uno spazio vettoriale ¢ linearmente di-
pendente se esistono numeri reali x4, ..., x,,, € R non tutti nulli tali che

v+ Ty =0

Altrimenti i vettori si dicono linearmente indipendenti.

Fissando una base nello spazio vettoriale V' possiamo associare in modo
unico ad un vettore v € V un elemento di R"; quindi il problema di vedere
se certi vettori sono linearmente indipendenti o no basta risolverlo per R".

Scriviamo ciascuno dei vettori vy, ..., v, in coordinate come

ai a2 A1m

21 22 A2m
U1 = . ) Vg = . ) o Um =

an1 an2 Anm,

Allora i vettori sono linearmente dipendenti se e solo se il sistema

1121 + A2 + - -+ ATy, = 0

a21T1 + Q22T + * * * + Aoy Ty, = 0

Ap1T1 + Apay + - -+ + Ay Ty, = 0
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ha almeno una soluzione non nulla; se invece il sistema ha solo la soluzione
nulla i vettori sono linearmente indipendenti.

Per vedere se i vettori sono dipendenti o no possiamo allora formare la
matrice A che ha come colonne i vettori stessi e ridurla in forma a scala: se
alla fine del procedimento la matrice ottenuta non ha rango massimo allora i
vettori sono dipendenti.

Ricordiamo che il rango e il numero dei pivot: la matrice A ha n righe e
m colonne; il rango puo al piu essere uguale an se n < m o am sem < n,
e dire che il rango € massimo vuol dire proprio che € uguale a n se n < m
ovvero a m se m < n.

Esempio 3.1 Consideriamo i vettori

1 2 1
V1 = 0 ) Vg = 1 ) U3 = 2 )
2 1 0

Verifichiamo che sono linearmente indipendenti (e che quindi formano una

base di R?). La matrice ¢

1 21

010
210

L’eliminazione di Gauss procede come segue (si comincia scambiando seconda

e terza riga):

1 21 1 2 1 1 2 1 1 2 1
210l =10 -3 =2|—={(0 1 O ]—=101 O
010 0 1 0 0 -3 -2 00 -2

Abbiamo tre pivot non nulli e quindi la matrice ha rango massimo: i vettori

sono linearmente indipendenti.
Esempio 3.2 Verifichiamo che i vettori di R*

(\V]

1 1
2 0
U1 = 0 y U3 = 11 Vg =

— = N
N O N O

1 0

sono linearmente dipendenti. Scriviamo la matrice le cui colonne sono questi
vettori ed effettuiamo l’eliminazione di Gauss:

1 210 1 210 1 2 1 0
2 20 2 . 110 2 . 0 -1 -1 2
0110 2 20 2 2 2 0 2
110 2 01 10 0 1 1 0
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1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0
_)0—1—12_>0—1—12_>0—1—12
0 -2 -2 2 0 0 0 6 0 0 0 6
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 2
1 2 1 0
_>0—1—12
0 0 0 6
0 0 0 0

Ci sono tre pivot, 1, —1 e 6, mentre i vettori erano quattro, quindi solo tre fra
essi sono linearmente indipendenti: precisamente i vettori corrisponendi alle
colonne dei pivot, cioé vy, vy € V4.

4 Applicazione: estrazione di basi da sistemi di
generatori

Questo metodo consente di estrarre una base da un sistema di generatori di
uno spazio vettoriale: se V' e generato da vy, ..., v, allora si scrive la matrice
A le cui colonne sono vy, ...,v, e si procede con l'eliminazione di Gauss; i
vettori corrispondenti alle colonne dei pivot, alla fine del processo, sono quelli
linearmente indipendenti, quindi sono una base di V' (dato che per ipotesi lo
generano).

Esempio 4.1 Consideriamo nello spazio Ms3(R) delle matrici reali 3 x 3 il
sottospazio generato dagli elementi

010 1 00 330 010
m=1|10 0], me=10 0 0}, mg=1{3 0 1), mgq=1{(1 0 1
0 21 1 11 3 8 5 010

Per vedere se sono linearmente indipendenti, e, in caso negativo, estrarne una
base, scriviamo le matrici come righe (o come colonne, é lo stesso: scegliamo
le righe cosi abbiamo una matrice 4 X9 anziché una 9 x 4: il rango non cambia
se si fa 'eliminazione di Gauss per righe o per colonne) e mettiamole in una
matrice A

010100021
A:100000111
330301385
010101010
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Ora facciamo 'eliminazione di Gauss:

010100021 10000O0T1T11
1000001171 . 3303013285
330301385 010100021
01 0101O010 010101010
10000O0T1T11 10000O0T1T11
. 03030105 2 . 010100021
010100021 010101010
010101010 03030105 2
10000071 1 1 1000001 1 1
. 0101000 2 1 . 01 0100O0 2 1
0000O0OT1O0 -1 -1 0000O0OT1CO0 -1 -1
0303010 5 2 0000O0T1O0 -1 -1
1000001 1 1
0101000 2 1
_)
0000O0OT1T0 -1 -1
0000O0OO0OO0O O O

Abbiamo trovato tre pivot, quindi tre delle quattro matrici sono linearmente
indipendenti, precisamente: my, mq, m3, € formano quindi una base di V.

5 Applicazione: completare dei vettori ad una
base

Se vy, ..., v sono vettori linearmente indipendenti di uno spazio vettoriale V'
spesso si pone il problema di completarli ad una base dello spazio V.

Per farlo possiamo procedere come segue: scriviamo i vettori in coordina-
te, e quindi formiamo la matrice dei loro coefficienti; aqggiungiamo a destra
di questa matrice la matrice dei coefficienti di una base (ad esempio la base
canonica); a questo punto abbiamo certamente un sistema di generatori del-
Iintero spazio vettoriale, e possiamo estrarre da questo una base scegliendo
come suoi primi elementi i vettori linearmente indipendenti in {vy, ..., v; }, col
procedimento del paragrafo precedente.
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Esempio 5.1 Consideriamo i tre vettori in R* dati da

v = Vo = V3 =

_ O = O
O = O = =
_ = O =

Costruiamo la matrice A delle loro coordinate e delle coordinate dei vettori
della base canonica

11110000
01101000
A=1]11 0 0 0 0 1 0 O
01 1000710
10100001
ed effettuiamo I’eliminazione di Gauss:
1 1110000 1 1 1 1 0000
1000 0100 0O -1 -1 =101 0 0
101000O01] =10 -1 0 -1 00 01
01 101000 0 1 1 0 1 000
01 100010 0 1 1 0 0010
1 1 1 1 0 0 00 1 1 1 1 0 0 00
0 -1 -1 -1 0 1 00 O -1 -1 -1 0 1 00
—-!10 0 1 O O -101] =10 O 1 0 0 -1 01
O 0 0 -1 1 1 0O o 0 0 -1 1 1 0 0
O 0o 0 -1 0 1 10 O 0o 0 0 -1 0 10

Quindi vy, v, v3 sono linearmente indipendenti: per completarli ad una base
di R* bastera aggiungere ey, ey oppure ey, es, oppure es, s oppure es,es che
corrispondono a dei pivot nella matrice A.

6 Applicazione: inversione di una matrice

Diamo una importantissima applicazione dell’algoritmo di Gauss al calcolo
dell'inversa di una matrice quadrata: consideriamo A € M, (R); vogliamo
stabilire se esiste la matrice A~! € M, (R) tale che AA™' = A"'A =1, ein
tal caso determinarla in funzione di A.
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Consideriamo una matrice X € M,(R) di incognite e I'equazione AX =
I,,: questa equazione equivale ai sistemi di equazioni lineari

AX™ = ¢,

dove X @ sono le colonne della matrice X e e; i vettori della base canonica.
Ciascuno di questi sistemi ha la stessa matrice dei coefficienti, quindi si
risolvono tutti con una stessa eliminazione di Gauss; comunque ci sono dei
termini noti, che sono diversi in ciascun sistema, ed anche su essi dobbia-
mo effettuare la stessa eliminazione di Gauss fatta su A: in altri termini
consideriamo la matrice ottenuta da A affiancandole le colonne eq, ..., e,

B:(A(l) cen A e en)

e applichiamo a B 'algoritmo di Gauss: otterremo una matrice a scala; poiché
vogliamo che ciascuno dei sistemi precedenti abbia un’unica soluzione (cioe
che A sia invertibile), i pivot che dovremo ottenere debbono essere n e lo-
calizzati sulla diagonale di A; a questo punto vogliamo risolvere il sistema,
e questo equivale a compiere una eliminazione di Gauss “a ritroso”, cioe dal
basso verso ’alto e da destra verso sinistra; compiuto anche questo passo avre-
mo che B ¢ divenuta una matrice C' € M, »,(R) le cui prime n colonne sono
una matrice che zero sugli elementi non diagonali: questa matrice da luogo
a n sistemi lineari C X)) = C™+7) (il termine noto ¢ il trasformato di £V
dopo le due eliminazioni di Gauss); dato che C' ha solo elementi diagonali,
CX0U) & un vettore colonna le cui coordinate sono (11215, .., CpnTnj), quindi
Tij = dj/cii-
Al lettore questo procedimento sara chiaro se lo vedra in azione su un

Esempio 6.1 Consideriamo la matrice

1 2 01
-2 2 30
0 140
1 2 21

e determiniamo se é invertibile, e, in questo caso, l'inversa; formiamo la
matrice

1 2 01 1 000
-2 23010100
014010010
1 22110001
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ed applichiamole I'eliminazione di Gauss: otteniamo

Scambiamo seconda e terza riga ed applichiamo ancora un passo dell’elimi-
nazione

12 0 1 1 0 0 0
01 4 0 0 0 1 0
00 =21 2 2 1 =6 0
00 2 0 -1 0 0 1

Scmabiamo terza e quarta riga e facciamo un altro passo

1201 1 0 0 0
0140 0 0 1 0
0020 -1 0 0 1
0002|-%1-6 2

La matrice é in forma a scala ed ha rango quattro, quindi & invertibile; quel
che dobbiamo fare é ora trasformare la matrice formata dalle prime quattro
colonne in una matrice diagonale: lo facciamo con I'eliminazione di Gauss
procedendo dal basso verso I'alto e da destra verso sinistra: si noti che non
potremo usare scambi di riga, perché questo andrebbe ad introdurre degli
elementi non zero sotto la diagonale:

1200 & -5 3 —-&
0140 0 0 1 0
0020 -1 0 0 1
0002]| - 1 -6 %

1200 & -1 3 -2
0100 2 0 1 =2
0020 -1 0 0 1
0002]| - 1 -6 %

1000 5 11 3
0100 2 0 1 =2
00 20 -1 0 0 1
000 2 r 1 —¢ 2
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A questo punto possiamo simultaneamente risolvere i sistemi le cui incognite
sono gli elementi di X = A~': possiamo leggere queste soluzioni sulla matrice,
moltiplicando le righe per delle costanti in modo tale da avere nelle prime
quattro colonne la matrice identita, da cui le seconde quattro colonne daranno
esattamente I'inversa:

N[ =

1o0oo0o0] 2 1 =2
0100 2 0 1 =2
0010 — 0 0 3
171 21
0001 -% 3 -3 %
Cioe )

- 5 1 5

1 201 521 -2
-2230| [2 0 1 =2
0140 -3 0 0 3
171 21

1 221 =
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