CAPITOLO 4

MISURE

La teoria moderna dell’integrazione puo svolgersi a partire dalla teoria dei
funzionali lineari e continui sugli spazi di funzioni continue, o a partire dalla teoria
della misura: il primo approccio, piu analitico, consente profonde generalizzazioni
(distribuzioni, correnti, etc.) mentre il secondo approccio € piu insiemistico e
legato alla topologia. Qui diamo le linee portanti della teoria della misura, che e
alla base dell’integrazione e del calcolo delle probabilita.

4.1 Algebre di insiemi e spazi di misura

Se A C X e un sottoinsieme di un fissato insieme X denoteremo il comple-
mento X \ A anche col simbolo CA.

4.1.1 Definizione Un’algebra di sottoinsiemi di un insieme X é una famiglia

A C P(X) tale che:
(1) e A.
(2) Se A,Be A allora AUB € A.
(3) Se A€ A allora CA € A.

Ad esempio P(X) ¢ un’algebra di sottoinsiemi di X . Per le leggi di de Morgan:
C(AuB) =CANCB e C(ANB) = CAUCB si ha che, se A & un’algebra di insiemi
ese A, Be A allora AN B e A.

Le algebre di insiemi sono in particolare algebre di Boole: queste ultime sono
infatti arbitrari insiemi dotati di tre operazioni (N, U e C) e di due elementi (0 e
1) tali da soddisfare le regole dell’algebra degli insiemi. Evidentemente le unioni
e le intersezioni finite di elementi di un’algebra appartengono ancora all’algebra.

Osserviamo che un’algebra di insiemi € sempre un insieme parzialmente or-
dinato rispetto alla relazione C: in effetti potremmo definire questa relazione
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semplicemente come
aCb << anNb=ua

Evidentemente rispetto a questo ordinamento un’algebra di insiemi ¢ un re-
ticolo, cioe ogni coppia di elementi A, B € A ha un massimo e minimo dati
rispettivamente da AU B e a N B.

Ovviamente non ogni famiglia di sottoinsiemi di un insieme X ¢ un’algebra,
ma possiamo sempre associargliene una:

4.1.2 Proposizione Se X C P(X) é una famiglia di sottoinsiemi di un insieme
X, esiste un’algebra A(X) contenente X e minima rispetto a questa proprieta,
i.e. ogni altra algebra contenente X deve contenere A(X).

DIMOSTRAZIONE: Sia F la famiglia di tutte le algebre di sottoinsiemi di X
contenenti X': certamente F # () dato che almeno P(X) € F. Consideriamo

A(X) =[] A

AeF

Una semplice verifica mostra che si tratta di un’algebra di sottoinsiemi di X che,
per definizione, e la minima rispetto all’inclusione.
QED

4.1.3 Definizione L’algebra A(X) si dice generata da X .

4.1.4 Definizione Una o-algebra ¢ un’algebra A di sottoinsiemi di un insieme
X tale che per ogni successione { A, tnen di elementi di A Uinsieme J,, oy An sia
un elemento di A.

Dato che i complementari di un elemento di A appartengono ancora a A
anche le intersezioni numerabili di elementi di una o-algebra appartengono alla
o-algebra.

La proposizione precedente vale ovviamente anche per le o-algebre sicché
possiamo parlare di o-algebra generata da una famiglia di sottoinsiemi di X.

4.1.5 Esempio Se X e uno spazio topologico, la sua topologia é una famiglia di
sottoinsiemi di X : dunque esiste la o-algebra 3(X) generata dalla topologia di
X, che si dice o-algebra di Borel ed i cui elementi si dicono boreliani. Equivalen-
temente, 3(X) é la o-algebra generata dai chiusi, ovvero da una qualsiasi base
per la topologia di X: ad esempio la o-algebra di Borel associata alla topologia
naturale della retta reale R ¢ la o-algebra generata dagli intervalli aperti.
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4.1.6 Definizione Se X ¢ uno spazio topologico, un suo sottoinsieme si dice
F, se ¢ unione numerabile di chiusi e si dice G5 se ¢ intersezione numerabile di
aperts.

Evidentemente i chiusi e le unioni numerabili di F, sono ancora F,, cosi
come gli aperti e le intersezioni numerabili di aperti sono Gg: per definizione,
gli insiemi di tipo F, e Gy sono boreliani, come pure sono boreliani tutte le
possibili combinazioni di F,, e G5. Ad esempio, un insieme e Fs se e intersezione
numerabile di insiemi F,, € cosi via; gli insiemi Fs5. . e G, sono tutti boreliani
ma, si puo dimostrare, non tutti i boreliani sono di questo tipo.

4.1.7 Definizione Uno spazio misurabile é una coppia (X,B) formata da un
insteme X e da una o-algebra B di sottoinsiemi di X. Un elemento A€ B si dice
misurabile.

4.1.8 Definizione Una misura esterna p* su un insieme X é una funzione p* :
P(X) — 0, oo] tale che

(1) w(0) =
(2) Se E C F allora p*(E) < p*(F) (monotonia).
(3)

3) Se{E,} ¢ una successione di insiemi misurabili disgiunti allora

W (U E> <> WE;
i=1 i=1
(Subadditivita numerabile).

4.1.9 Esempio La misura esterna di Lebesgue sulla retta reale é definita come

r(E) = inf 37U

ove {I,} sono successioni di intervalli in R e [(I) é la lunghezza dell’intervallo
1. In questo caso, classicamente si definisce un insieme E misurabile secondo
Lebesgue se per ogni altro insieme F si ha che I*(F) = I*(ENF) +I*(CEN F).

Forti di questo esempio definiamo

4.1.10 Definizione Se p* é una misura esterna su un insieme X, un sottoin-
sieme Y C X tale che

VZCX pi(2)=p(YNZ)+uCYyn2)

si dice misurabile (rispetto a pu*).
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4.1.11 Teorema Se p* e una misura esterna su un insieme X [insieme des
sottoinsiemi di X misurabili rispetto a pu* e una o-algebra.

DIMOSTRAZIONE: Sia B := {Y C X | Y misurabile rispetto a p*}; ovviamente
() € B, e se E € B, anche CF € B. Consideriamo quindi le unioni fra due insiemi
misurabili £y, E5 € B: dato che sono misurabili si ha, per ogni F' C X:

p(F) = (E;NF)+ p*(CE, N F)
p(FNCEy) = p (BEyNnFNCEy) + u*(CE, N FNEELF)

Ma FN(E,UE,) = (FNE)U(FNE; NCE,) e quindi, per subadditivita di p*:
Cioe E; U FE5 e misurabile per la legge di de Morgan. Quindi B e un’algebra di

insiemi.
Ora consideriamo E = | J E,, unione di insiemi misurabili disgiunti; poniamo

F, = LnJ E;

i=1

F,, & misurabile e, dato che CE c CF,:
p(FNE)+u (FNCE) < p*(FNE,)+p (FNCE,) = u*'F
Ma F,NE,=E,cBeF,NCE, = F,_; sicché
p(FNE) =p (FNE,) +p"(FNF, )
e, per induzione: N
p(FNF,) =) u(FNE)

i=1

da cui (dato che FNE =J2,(FNE;)

p(FNCE)+p*(FNE) < p(FNCE)+ ) p(FNE) <pA

i=1

QED

4.1.12 Definizione Una misura p su uno spazio misurabile (X,B) é una fun-
zione p : B — [0, 00] tale che

(1) u(®) =o0.
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(2) Se {E,} é una successione di insiemi misurabili disgiunti allora

M <U Ez> = ZMEi
i=1 i=1

(Additivita numerabile).

Uno spazio di misura & una tripla (X,B,u) ove p € una misura sullo spazio
misurabile (X, B).

4.1.13 Esempio Se X ¢é un insieme non vuoto a B = P(X) I'insieme delle parti,
data una funzione f : X — [0, 00] poniamo

VEE€B pE:=) f(x)

zel

ove si intende che

Y fla)= suwp ()

T,ene,y Tn€E
zeE neN

Evidentemente si tratta di una misura. Ad esempio, per f = 1 otteniamo la
misura # che conta, i.e. tale che

00 se E ¢ infinito

YE— {Card(E) se E é finito

Se xo € X é fissato, per f(x) = 0.4, Otteniamo la misura d,, di Dirac concentrata

in xo:
5, F = 1 sexyeF
0 sexog¢ FE

Un esempio notevole di misura e ottenuto a partire da misure esterne:

4.1.14 Teorema Se p* é una misura esterna su un insieme X e B ¢é la o-algebra
degli insiems misurabili rispetto a p* allora la restrizione p di W* a B é una misura

su B.

DIMOSTRAZIONE: Dato che 1 = p*|5 € una misura esterna, per dimostrare che &
una misura basta far vedere che soddisfa I'additivita numerabile. Intanto dimo-
striamo che soddisfa I'additivita finita: se E; e Ey sono misurabili e disgiunti, la
misurabilita di £y implica

[L(El U Eg) = /L*(El U EQ) = ,u*((E1 U EQ) N EQ) + ,U*((El U EQ) N CEQ)
= M*EQ -+ M*El
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Ora, se {F,} sono misurabili e disgiunti allora

ZﬂEi = (UE) < pE
i=1 i=1
per ogni n, quindi
Z pk; < pkE
i=1
Ma la disuguaglianza opposta vale sempre dato che p ¢ una misura esterna e

quindi (tenendo conto che pf) = p*() = 0) si ha la tesi.
QED

4.1.15 Esempio Sulla retta reale, partendo dalla misura esterna di Lebesgue
[* associata alla lunghezza degli intervalli, la misura indotta sull’insieme degli
insiemi misurabili é la misura di Lebesgue in R; dato che gli intervalli sono
misurabili, la classe degli insiemi misurabili secondo Lebesgue contiene i boreliani
della retta reale.

Se f : R — R ¢ una funzione monotona, possiamo definire una misura
esterna sulla retta reale come

sy(E) = s sy(1)

ove s¢(la,b] = f(b) — f(a) (osserviamo che se f & la funzione identita s; e
la lunghezza dellintervallo). La misura esterna e la misura che ne derivano si
chiamano di Lebesgue—Stieltjes e sono fondamentali nel calcolo delle probabilita:
le approfondiremo in séguito.
4.2 Completamenti ed estensioni di misure
Diamo alcune proprieta essenziali delle misure.
4.2.1 Proposizione Se (X, B, i) é uno spazio di misura:

(1) Se A C B sono misurabili allora uA < uB.

(2) Se {E,}nen sono misurabili e pFy < oo e E, C E,y1 allora

=1
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(3) Se {E,}nen sono misurabili allora

H (U Ez) < ZMEz'
i—1 i—1

DIMOSTRAZIONE:
(1) Segue da B=AU (B\A)e AN(B\ A) =0.
(2) Se E =) E; allora

E,=EU (U Ei\EiH)
=1

(unione disgiunta) e quindi uEy = pE+> p(E\Fit1). Ma E; = E; 1 1U(E;\ Eit1)
quindi

n—1

pEy = pE+Y (nEi—pEiy) = pE+ lim > (nEi—pEip) = pE+pE —lim pE,

i=1 i=1
(3) Se F,, = E, \ (U;:l1 EZ) allora F,, C E, e gli F, sono disgiunti. Quindi
wk, < upk, e
7 (UE> = uF, <> uE;
QED

4.2.2 Definizione Una misura i su uno spazio X si dice finita se u(X) < oo
e o-finita se & possibile ricoprire l'insieme X con insiemi misurabili { X, }nen:

i=1

tali che per ogni i: pX; < oo.

Un insieme misurabile E ¢ di misura finita se pF < oo ed ¢ di misura o-finita
se € unione di una famiglia numerabile di insiemi di misura finita.

4.2.3 Definizione Uno spazio (X, B, i) é completo (e la misura p si dice com-
pleta) se B contiene tutti i sottoinsiemi degli insiemi di misura nulla:

VEEBYACE puE=0=AeB

4.2.4 Esempio La misura u indotta (per restrizione) da una misura esterna p*
sulla o-algebra dei suoi insiemi misurabili é completa.
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4.2.5 Teorema Se (X, B, 1) é uno spazio di misura allora esiste uno spazio di
misura (X, B, 1) tale che

(1) BcB.
(2) Se E € B allora pE = iF.

(3) E € B se e solo se esistono BC B e AC C con C€B tali che uC =0 e
E=AUB.

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo la o-algebra By generata da B e P(N) ove
N ={NeB|uN =0}

Mostriamo che questa o-algebra ¢ B, i.e. che ¢ caratterizzata dalla (3). Che
sia B C By & ovvio. Dimostriamo allora che B & una o- algebra: dovra quindi
contenere By per definizione di o-generata da una famiglia di insiemi.
Un elemento di B puo scriversi come £ = AU B con AN B = () (sostituendo
se necessario C' con E'\ C. Allora il complementare di F &

C(BuC)u (CANCO)

Ma B,C € B e quindi CANN C Nie. LANC e P(N), ciot il complementare di

E sta in B. Infine, che 'unione numerabile di elementi di B stia in B & ovvio.
Ora definiamo pg: se B ¢ completa allora B = B e basta porre [ = p.
Altrimenti, se F€eBe FE=AUB,con BeBe AC C e puC =0; poniamo

F(E) = u(B)
Questa definizione ¢ ben posta: se E = A’U B’ con A’ C C’ allora
BCBUA=B'UA CcBUC eB

e quindi uB < pB’. Scambiando B on B’ si ha uB = uB'.
Verifichiamo che si tratta di una misura: se {E,}neny sono disgiunti, allora
ciascuno ¢ della forma FE, = A, U B, e quindi gli B, debbono essere disgiunti,

quindi
J(VENRVIVESED JESED o E

neN neN neN neN
QED

4.2.6 Esempio La misura di Lebesgue e il completamento della misura di Borel
ottenuta restringendo la misura esterna di Lebesgue alla classe dei boreliani.
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Per concludere stabiliamo un risultato fondamentale, che ci fornisce un me-
todo molto potente per costruire misure.

4.2.7 Definizione Se A ¢ un’algebra di insiemi, una misura su A é una funzione
i A—[0,00] tale che

(1) @ = 0.

(2) Se {A,} € una successione di elementi di A disgiunti tale che |J A, € A
allora
i (U An> =) _mA,
n=1 n=1

L’unica differenza con le misure propriamente dette ¢ che queste ultime sono
definite sulle o-algebre.

Osserviamo ora che, data una misura g su un’algebra A di sottoinsiemi di un
insieme X, esiste su X una misura esterna p* associata a n. Infatti basta porre,
per ogni £ C X:

o
p(E) = inf ZEAZ-
i=1

ECU;‘ Al‘

(I'inf varia su tutte le successioni {A;} in A).

4.2.8 Lemma p* ¢ una misura esterna e p*|4 = fi.

DIMOSTRAZIONE: L’unica cosa da dimostrare e la subadditivita numerabile. Sia
quindi £ = J,, B, con gli {E,} disgiunti; se per ogni FE,, si ha che p*E,, = oo la

I ERTES

successione {A,, };en in A tale che E, C |, An, €

3

j;iih4m-<zﬂ*fll+’2

i=1
Quindi
wWE < ZﬁAm < Zu*En +e
i=1 n=1

Per arbitrarieta di € segue allora la subadditivita di p*.
La seconda parte del lemma e ovvia.
QED
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4.2.9 Teorema di Estensione di Carathéodory Se i ¢ una misura su un’al-
gebra A é p* la misura esterna indotta da @ allora la restrizione p di p* alla
o-algebra dei suoi insiemi misurabili ¢ una misura sulla o-algebra (contenente
A) di questi insiemi. Se i ¢ una misura finita, anche p lo é, e se i € una misura
o-finita allora p € l'unica misura definita sulla o-algebra generata da A tale che
pla=n

DIMOSTRAZIONE: La prima parte e praticamente gia stata dimostrata: data
una misura sull’algebra 4 abbiamo costruito una misura esterna che quindi da
luogo ad una misura sulla o-algebra dei suoi insiemi misurabili; I'unica cosa da
dimostrare, per avere che effettivamente u|4 = p* € che gli elementi di A sono
misurabili rispetto a p*. Per questo basta far vedere che, per ogni A€ A, se E e
un insieme qualsiasi allora

p(ENA)+p*(ENCA) < p'E

(la disuguaglianza opposta e vera sempre per subadditivita di p*). Sia dunque
{A,} una successione in A tale che £ C |, A, tale che, per ogni ¢ > 0 (se
cio non ¢ possibile ogni F; ha misura esterna infinita ¢ non abbiamo nulla da
dimostrare):

> fiA, < wE+e
Per additivita di 7z su A abbiamo

w(ENA) +p*(ENCA) < Z (A, NA)+ Z (A, NCA) < i*E + ¢

(dato che ENA c (A4, NA) e ENCA c (A4, NCA)). Per arbitrarieta di ¢ si
ha quindi la misurabilita di A.

Che p sia finita non appena lo sia iz € ovvio. Resta quindi solo da dimostrare
I'unicita di g nel caso in cui i sia o-finita.

Sia dunque v una misura definita sulla o-algebra B generata dall’algebra
A, che coincida con p su A. Se A, denota l'insieme delle unioni numerabili
di elementi di A, ogni suo elemento puo esprimersi come unione numerabile di
elementi disgiunti di A: sia ora B € B di misura esterna finita e dimostriamo che
esiste un A € A, tale che BC A e

WAL u'B+e

(basta prendere A come unione di una successione { A, } C A tale che B C |J A,).
Quindi, dato che B C A:

vB<UVvA=puwA<u'B+e
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e, per arbitrarieta di e:
VBeB vB<u'B

Ma gli insiemi misurabili rispetto a p* sono una o-algebra contenente A, quindi
ogni tale B & misurabile.
Ora, se B ¢ misurabile, A€ A,, BC Ae p*A < pu*B+¢ allora, se p*B < oo:

PWA=p'B+p(A\B)=v(A\B) <p(A\B)<e
Per arbitrarieta di ¢ si ha quindi
WA<vB=u'B=vB

A questo punto facciamo intervenire l'ipotesi di o-finitezza della misura Ji: se
{X;} & una successione di elementi di A tali che X = J, X; con, per ogni i,
nX; < oo allora, per ogni B € B:

B=JX;inB)=vB=> v(X;nB) e uB=)» uX;NB)

(perché (X; N B)N(X; N B) =10). Ma p*(X; N B) < oo e quindi
n(X; N B) =v(X;NB)

QED

4.3 Integrazione

Assumeremo d’ora innanzi che le misure prese in considerazione siano sempre
complete, ed adotteremo la seguente efficace terminologia: una proprieta qualsiasi
che si riferisca a spazi di misura si dice valere quasi ovunqgue (q.0.) se non vale al
pil su un insieme di misura nulla.

4.3.1 Definizione Se (X, A, u) e (Y,B,v) sono spazi di misura, una funzione
[+ X — Y si dice misurabile se per ogni insieme E € B l'insieme f~1(E)
appartiene alla o-algebra A.

Ad esempio, se X e Y sono spazi topologici, una funzione continua ¢ anche
misurabile rispetto alle misure di Borel; in particolare, una funzione f : X — R
definita su uno spazio misurabile ¢ misurabile se la controimmagine di un aperto
e misurabile, e quindi se g : Y — Z € una mappa continua fra spazi topologici
e f: X — Y e misurabile dallo spazio misurabile X allo spazio topologico Y
allora la composta g o f & misurabile.
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4.3.2 Proposizione Se (X, A, u) é uno spazio di misura, una funzione f :
X — RU{£oo} é misurabile se e solo se vale uno dei sequenti enunciati
equivalenti:
(1) Per ognia {x | f(x) > a} é misurabile.
(2) Per ognia {x | f(z) > a} e misurabile.
(3) Per ognia {x | f(x) < a} é misurabile.
(4 ()

<
) Per ogni a {z | f(x) <a} é misurabile.

In questi casi, linsieme {x | f(z) = a} é misurabile.

DIMOSTRAZIONE: Si tratta di ovvie verifiche, per le quali & utile osservare che,
ad esempio

n

= 1
(i@ 2 = {el @ >a- 1}
n=1
e cosi via, ed il fatto che ogni aperto di R™ e unione di intervalli
QED

Ad esempio la funzione caratteristica xg di un insieme misurabile & misurabi-
le; viceversa se la funzione caratteristica di un insieme A & misurabile, 'insieme
¢ misurabile.

Usando il teorema precedente ¢ immediato verificare che somme, prodotti e
limiti di funzioni misurabili sono ancora funzioni misurabili.

Vogliamo ora definire nel contesto generale degli spazi di misura il concetto di
integrale: per farlo considereremo classi sempre piu generali di funzioni. Partiamo
dalle funzioni semplici, cioe quelle della forma

pla) = 3 e (a)

ove ¢; sono costanti e gli insiemi F; sono misurabili.

4.3.3 Teorema Se f: X — [0,00] ¢ una funzione misurabile allora esiste una
successione monotona {y,} di funzioni semplici che converge puntualmente a f.
Se la misura su X e o-finita, possiamo scegliere le @, a supporto in insiemi di
misura finita.

DIMOSTRAZIONE: Dato che, per ogni intero positivo n ed ogni numero reale ¢
esiste un unico intero k;,, tale che

Fin _y o Kin 11
2n — —  2n
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possiamo definire

ken27" se0<t<mn
Sp(t) =
n sen <t< oo

Evidentemente si tratta di funzioni misurabili sull’insieme [0, o] (sono addirit-
tura boreliane) e tali che, per ogni ¢: 0 < s1(t) < s9(t) < ... < t. & anche ovvio
che lim,, ., $,(t) =t in [0, 00| e quindi le funzioni

() = s,(f(t))

soddisfano la tesi del teorema
QED
Se ¢ e una funzione semplice non negativa e F un insieme misurabile, defi-

niamo
n

/ odp = Z cipn(E N E;)
E i=1
Se /= X si omette ed in genere si omette anche la misura.

Evidentemente una funzione semplice ammette diverse rappresentazioni in
termini di diversi insiemi Fj;, ma ¢ ovvio verificare che l'integrale cosi definito
non dipende dalla rappresentazione scelta per ¢.

Osserviamo che una funzione semplice puo definirsi come una funzione mi-
surabile che assume solo un numero finito di valori {a, ..., ay }; allora possiamo

rappresentarla sempre come
N
Y= § aiX A;
i=1

ove A; = {z | ¢(x) = a;}. In questa rappresentazione gli A; sono disgiunti e gli
a,; distinti e non nulli. La adotteremo sistematicamente.

4.3.4 Proposizione Se ¢ e ¢ sono funzioni semplici 1 cui supporti abbiano
misure finite, allora

Ya,beR /(a<,0+bw):a/go+b/w

e, se p > 1 q.o. allora
/w2/¢

DIMOSTRAZIONE: Se consideriamo gli insiemi Fj, = A;N B, ottenuti intersecando
in tutti i modi possibili gli insiemi delle rappresentazioni canoniche di ¢ e v, allora

N N
o= axm e V=) bxg
k=1 k=1
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quindi
ap + by = Z(aak + bbi) X &,

e, per additivita della misura si ha il primo enunciato. Per dimostrare il secondo

basta notare che
/sa—/@b:/(so—%b)ZO

4.3.5 Proposizione Se [ ¢ una funzione reale definita e limitata su un insieme
masurabile B di misura finita allora

inf = su
fﬁ"/’/E¢ 50<I;/ESO

per tutte le funzioni semplici ¢ e 1 se e solo se f e misurabile.

QED

DIMOSTRAZIONE: Se |f| < M e f & misurabile allora gli insiemi

A

n n

sono disgiunti, misurabili e la loro unione e F. Quindi

n

WE) = p(Ey)

Evidentemente le funzioni semplici
M M
Ua(@) == > kxm(zr) e  palz):= o > (k= Dxg()
k=—n k=—n

sono tali che ¢, < f <1, e quindi

i (v [ =23 ks,
E E n
k=—n

sup/Esos[Eson:% i(k—l)u(fsk)

Quindi, per ogni n:

M
Oginf/w—sup/gog—,uE
E E n
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inf/@/):sup/gp
E E
i _

p o= ]

allora, per ogni n, esistono funzioni semplici ¢,, e 9, tali che ¢, < f <, e

o[t

Allora le funzioni ¢* = inf, e ¢* = sup p, sono misurabili e p* < f < ¥*.

Dunque se
D :={x|o"(z) <¢*(z)}

1.e.

Viceversa, se vale la

¢ unione degli insiemi

v

D, ={al¢@) <o) - }

Ogni tale insieme ¢ contenuto in {x | ¢, (z) < ¥, (x) —1/v} che ha misura minore
di v/n. Allora, per arbitrarieta di n:

Yv wpuD,=0=uD =0

Dunque ¢* = 9* q.0. e ¢* = f q.0. Ma una funzione uguale q.0. ad una funzione
misurabile ¢ pure misurabile, per definizione.
QED

4.3.6 Definizione Se f : X — [0,00| ¢ misurabile sullo spazio di misura
(X, A, p) allora definiamo lintegrale di f come

/fdu = sup /wdu
0<p<f

ove @ varia fra le funzioni semplici.

Una conseguenza immediata della definizione & che

f§g¢/f§/g
Vce R c/f:/cf

Vogliamo ora dimostrare i teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale
per l'integrale che abbiamo appena definito.

e che
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4.3.7 Lemma di Fatou Se {f,} ¢ una successione di funzioni misurabili non
negative che converge q.o in un insieme E ad una funzione f allora

Lfgmén

DIMOSTRAZIONE: Possiamo assumere che f, — f ovunque. Allora basta mo-
strare che se ¢ € una funzione semplice non negativa tale che ¢ < f allora

/Ewﬁli_m/Efn

Se [ ¢ = oo allora esiste un insieme misurabile A C £ con uA = oo e tale che
su A0 < a < . Poniamo allora

A, ={z € E|Vk >n fir(x) > a}

ottenendo cosl una successione crescente di insiemi misurabili la cul unione
contiene A, dato che ¢ < lim f,,. Quindi lim uA = oo e, essendo

/ fn > apA,
E

im [ fu=co= [

Se [, ¢ < oo allora l'insieme A = {x € E|¢(x) > 0} & misurabile ed ha misura
finita; se p < M ec > 0, gli

A, ={xecE|VE>n fi(x)> (1 —¢)p(x)}

allora

definiscono una successione crescente di insiemi la cui unione contiene A; quindi
{A\ A,} & una successione descrescente di insiemi la cui intersezione ¢ vuota.
Ne segue che u(A\ A,) = 0 e quindi esiste n tale che, per k > n u(A\ A,) < e.
Quindi, per k > n:

éﬁzlﬂﬁzﬂ—@AﬁZU—@Aw—Aww
Z/Ego—e</Ego+M)

h_m/Efnz/Eso—a(/E<p+M)

e, per arbitrarieta di e:
lim / fn > / @
E E

Dunque

QED
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4.3.8 Teorema della Convergenza Monotona (B.LEvI) Se{f,} é una suc-
cessione di funzioni misurabili non negative che converge q.o. ad una funzione f
e tale che per ognin f, < f allora

[ =t [ 1,

DIMOSTRAZIONE: Dato che f,, < fsiha [ f, < [ f e quindi, per il lemma di
Fatou:
/fsm/fngm/fns/f

4.3.9 Proposizione Se f e g sono funzioni misurabili non negative e a,b > 0

costanti allora
/(af+bg):a/f+b/g

og/f

DIMOSTRAZIONE: Per dimostrare il primo asserto usiamo il teorema di conver-
genza monotona: consideriamo due successioni {p,} e {1, } crescenti di funzioni
semplici non negative convergenti a f e g, col che la successione {ap, + b, }
soddisfa le stesse ipotesi e converge a af + bg. Allora

/(af—f—bg):lim/(agon—i—bw):lim<a/<pn+b/z/1n) :a/f+b/g

Che sia 0 < [ f ¢ ovvio; se poi ¢ [ f =0 presi gli insiemi

QED

Inoltre si ha q.o:

con [ f=0 seesolosef=0 q.o.

1
Ay ={z|f(z) > -}
n
si ha che, essendo xa/n < f & pA, = [ xa, = 0 e quindi I'insieme dei valori
positivi di f ha misura nulla.

QED

4.3.10 Corollario Se{f,} ¢ una successione di funzioni misurabili non negative

allora . .
/;nzgfn
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4.3.11 Definizione Una funzione non negativa f si dice integrabile su un in-
sieme E misurabile se
/ f<oo
E

Se f non & non negativa possiamo comunque dire se ¢ integrabile: lo ¢ se e
solo se lo sono la sua parte positiva f, e parte negativa f_ definite come

fr () = max(f(2),0) e  fo(2)=min(f(z),0)

L’integrale di una funzione integrabile qualsiasi ¢
[i=[0-]r

4.3.12 Teorema della convergenza dominata (LEBESGUE) Se g ¢ integra-
bile e {f,} € una successione di funzioni misurabili convergenti q.o. a f su un
insieme I e tali che, su E si abbia

Ifal < g

éfamén

DIMOSTRAZIONE: Basta applicare il lemma di Fatou alle successioni {g + f,} e

{9 — fu}

allora

QED

Osserviamo infine che, avendo a disposizione il concetto di integrale per
funzioni positive, possiamo estenderlo a funzioni reali e complesse qualsiasi,
semplicemente ponendo, se f € una funzione misurabile reale:

Lﬁmzéﬁw—éﬁw

e, se f = u + v e una funzione misurabile complessa:

/fdu:/udu—i-i/vd,u
E E E
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4.4 Misure con segno, complesse e misure prodotto.

Osserviamo che, se j; e o sono misure definite sullo stesso spazio (X, .A)
possiamo considerare una loro combinazione lineare a coefficienti positivi:

u(E) == cipn(E) + copia(E)

per ¢q,co > 0. Quello a cui vogliamo dare senso, sono tuttavia anche misure del
tipo
V(E) = (E) — p2(E)

Ovviamente, dobbiamo supporre che sia p1 che s siano misure finitél.

4.4.1 Definizione Una misura con segno sullo spazio misurabile (X, A) é una
funzione v : A — [—00, 0] tale che

(1) v assume al pit uno fra i due valori £oc.
(2) v(0)=0.

(3) Se {E,} ¢ una successione di insiemi misurabili e disgiunti allora

v G E,| = f: v(Ey,)
n=1 n=1

ove il segno = significa che la serie converge assolutamente se v(|J,—, En)
e finito e diverge positivamente altrimenti.

Quindi una misura con segno non ¢ una misura nel senso fin qui inteso. Un
insieme A ¢ positivo (negativo) se ¢ misurabile e per ogni suo sottoinsieme F C A
misurabile si ha che v(E) > 0 (< 0). Un insieme ¢ nullo se ¢ sia positivo che
negativo., ovvero se ogni suo sottoinsieme misurabile ha misura nulla: evidente-
mente un insieme nullo & di misura nulla, mentre un insieme di misura nulla puo
benissimo essere unione di un insieme positivo ed un insieme negativo.

4.4.2 Lemma
(1) Ogni sottoinsieme misurabile di un insieme positivo é positivo.
(2) L’unione numerabile di insiemi positivi é positivo.

(3) Se E & misurabile e 0 < v(E) < oo allora esiste un insieme positivo A C E
con v(A) > 0.

L& impossibile dare senso, anche a livello puramente convenzionale, ad espressioni della

forma oo — oo!
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DIMOSTRAZIONE: La (1) € ovvia. La (2) segue facilmente considerando una suc-
cessione {a,} di insiemi positivi la cui unione sia A; allora per ogni insieme
E C A misurabile si ha che

E,=EnA,nCA,_,n..nCA,

sono misurabili e quindi v(E,) > 0; sono anche disgiunti e la loro unione & E, da
cui

oo
v(E)=> v(E,) <0
n=1
Qundi A e positivo.

Dimostriamo la (3): £ ¢ positivo oppure deve contenere un insieme di misura
negativa in modo che n — 1 sia il piu piccolo intero positivo tale che esista un
insieme misurabile £y C E con v(E;) < —1/ny; ricorsivamente, se £\ U/~ E;
non e positivo, sia ny il piu piccolo intero positivo tale che esista un insieme
misurabile B, ¢ B\ U] Ei e v(EL) < —1/m.

Ponendo

1=1

allora F/ € unione disgiunta di A e degli F;, quindi

[e.9]

V(E) = v(A) + Z v(E;)

(la serie converge assolutamente per finitezza di v(F). Quindi la serie Y 1/ny
converge ed in particolare ny — oo.
Ora dimostriamo che A e positivo. Sia € > 0; allora possiamo scegliere k tale

che
1

nk—l

<€

(perché ny, tende ad o0). Ma A C E'\ Ule E; e quindi non puo contenere insiemi
misurabili di misura minore di —1/(n;—1) che ¢ maggiore di —¢. Per arbitrarieta
di € A non puo quindi contenere insiemi misurabili di misura negativa.

QED

4.4.3 Teorema (DECOMPOSIZIONE DI HAHN) Se v é una misura con segno su

uno spazio misurabile (X, A) allora esiste un insieme positivo A ed un insieme
negativo B tali che X = AU B con AN B = 0.



4.4. MISURE CON SEGNO, COMPLESSE E MISURE PRODOTTO. 101

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo ad esempio che v non assuma il valore +00; se A
¢ il sup di v(A) al variare di tutti gli insiemi positivi A, dato che () & positivo, si
ha che A > 0. Se {A,,} & una successione di insiemi positivi tali che
A= lim u(A,)
n——aoo

e se A ¢ l'unione degli A, allora per il lemma [L4.2(2) A ¢ positivo e quindi
A>v(A). Ma A\ A; C A e quindi v(A\ A;) > 0 col che

v(A) =v(A)+v(A\4) >v(4) > A

Quindi ¥(A) = X < o0.
Se B=C0A e E C B ¢ positivo allora ANE =0 e EU A & positivo, sicché

A>Vv(EUA)=v(E)+v(A) =v(E)+ A

i.e. v(E) = 0 dato che A € [0,00). Allora B non puo contenere nessun insieme
positivo di misura positiva e quindi per il lemma [Z2](3) nessun sottoinsieme di
misura positiva. Quindi B e negativo.
QED
La decomposizione di Hahn non e necessariamente unica. Lo ¢ a meno di
insiemi nulli, come si puo facilmente osservare.

4.4.4 Definizione Due misure iy € iy Su uno spazio misurabile (X, A) si dicono
mutuamente singolari se esistono insiemi A e B disgiunti tali che X = AUB e
p1(A) = ua(B) = 0. Si scrive in tal caso pyLjis.

4.4.5 Teorema (DECOMPOSIZIONE DI JORDAN) Se v é una misura con Segno
sullo spazio misurabile (X, A) allora esistono uniche due misure mutuamente
singolari v* e v~ su (X, A) tali che v =vT —v~.

DIMOSTRAZIONE: Se X = AU B ¢ una decomposizione di Hahn definiamo
vH(E) :=v(ENA) e v (E):=—-v(ENB)

Per definizione queste misure sono mutuamente singolari. La loro unicita e pure
un fatto semplice: se u* e u~ sono due misure che pure soddisfano la decomposi-
zione di Jordan, allora possiamo considerare gli insiemi C' e D disgiunti e tali che
X =CUDeut(C)=p (D)= 0. Evidentemente questi insiemi danno luogo
ad una decomposizione di Hahn, e quindi le misure p*, v e p~ e v~ differiscono
solo su insiemi di misura nulla.

QED
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La decomposizione di Jordan di una misura ci consente di definire il valore
assoluto (o variazione totale) di una misura con segno v come

V(E) == v (B) + v (E)

Si tratta ovviamente di una misura; gli insiemi nulli sono esattamente gli insiemi

E tali che |v|(E) = 0.

4.4.6 Definizione Se p e v sono misure definite su uno spazio misurabile (X, .A)
si dice che v é assolutamente continua rispetto a p se per ogni A tale che 1(A) =0
si ha che v(A) = 0. Si scrive in questo caso v < [i.

In caso di misure con segno, la mutua singolarita e 1’assoluta continuita si
riferiscono ai loro valori assoluti.

Il risultato fondamentale sull’assoluta continuita delle misure, il teorema di
Radon—Nikodym, verra dimostrato usando il teorema di rappresentazione di
Riesz per funzionali lineari su uno spazio di Hilbert.

Considerando le misure di Lebesgue su R, R?,...,R™ & lecito chiedersi se non si
possano definire tutte in termini della misura su R utilizzando la decomposizione
R™ = Rx...xR. Ci chiediamo cioe se si possa effettuare il prodotto nella categoria
degli spazi di misura.

Siano quindi (X, A, u) e (Y,B,v) spazi di misura completi e consideriamo
I'insieme X x Y. Se A€ A e B € B chiamiamo l'insieme A x B un rettangolo
misurabile. La famiglia dei rettangoli misurabili

R :={A X B}acaBes

non e una o-algebra e nemmeno un’algebra in generale: tutto quello che possiamo
dire e che l'intersezione di elementi di R appartiene a R dato che

(Ax ByN(Cx D)= (ANC) x (B x D)

e che il complementare di un elemento di R € unione disgiunta di elementi di
RE avendosi:

C(Ax B)=(CAx B)u(Ax B)U(CAxCB)
Possiamo comunque definire una funzione su R come

MA X B)=uA-vB

2Si dice che R & una semialgebra di insiemi.
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4.4.7 Lemma Se {(A, x B,)} é una successione di elementi di R a due a due
disgiunti, la cui unione sia A X B allora

AMA x B) = i)\(An x By)

i=1

DIMOSTRAZIONE: Se x € A allora, per ogni y € B esiste un unico n, tale che
(z,y) € Ay, x By, e quindi

> vBy-xa,(z) = vB - xalz)

(per additivita numerabile di v). Per il corollario L3101 si ha quindi

Z/VBiXAid,U:/VBXAd,U

ie.
ZVBn~MAn =vB-uA

QED

4.4.8 Lemma FEsiste un’unica misura \ sull’algebra A generata dalla famiglia
R.

DIMOSTRAZIONE: A contiene I'insieme vuoto, e ogni suo elemento ¢ unione finita,
disgiunta di elementi di R. Definiamo allora

=1

se A= R U..UR, e R, € R. Dato che la decomposizione di A in elementi
disgiunti di R non e unica bisogna dimostrare che questa definizione e ben posta
e da luogo ad un’unica \.

Intanto notiamo che la funzione X\ ¢ non negativa e ovviamente A} = 0.
Inoltre, per il lemma, se A € A ¢ unione disgiunta di due famiglie {R;} e {5;} in

R allora
D AC; =) D

(infatti AC; = > A(C; N D;)). Inoltre, sempre per il lemma, A & numerabilmente
additiva su A; quindi I'estensione A e ben definita e unica.
QED
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Abbiamo quindi una misura A su un’algebra, e quindi, per il teorema di
estensione di Carathéodory, una misura completa A sulla o-algebra & generata
da A: questa misura si dice misura prodotto delle i e v e si denota con p ® v: &
finita (o o-finita) se lo sono u e v.

La misura di Lebesgue su R? ¢ definita quindi come dz ® dy, ove dz e dy sono
misure di Lebesgue sui fattori R.

Il teorema fondamentale sulle misure prodotto ¢ dovuto a Fubini. Per dimo-
strarlo avremo bisogno di alcuni lemmi preliminari: il seguente ¢ un sottoprodotto
della dimostrazione del teorema di estensione di Carathéodory.

4.4.9 Lemma Se i ¢ una misura su un’algebra A e p* la misura esterna indotta
da p, allora per ogni insieme E C X e e > 0 esiste un A € A, (I'insieme delle
unioni numerabili di elementi di A) tale che E C A e

WAL E+¢

ed esiste un B € Ays (Iinsieme delle intersezioni numerabili di elementi di A,)
tale che E C B e
WE=uB

DIMOSTRAZIONE: La prima parte del lemma ¢ provata nel corso della dimostra-
zione del teorema di Carathéodory.

Il secondo enunciato si dimostra considerando, per ogni numero naturale n,
un insieme A, € A con E C A, e p*A, < p*E + 1/n, e ponendo B = [ A,.
Ovviamente B € A,s e E C B. Infine

1
wWE<uwB<uA, <uE-+ -

e, per arbitrarieta di n, p*E = p*B.
QED
Definiamo, se £ C X x Y le sezion: di E in x e y come

E, ={yeY|(x,y) € E} e E,={reX|(zr,y) €L}

Osserviamo che se ' € R,s allora ¢ v-misurabile. Se £ € R questo e ovvio. Se
E = E, €R, segue da

X, (Y) = Xe(r,y) = sup &, (T,Y) = sup x(z,), (V)
(gli £, € R sono misurabili). Analogamente se £ = (), E,, € Rys segue da
Xz, (y) = xp(z,y) = nf xpg, (2,y) = nf x(g,), (9)

(gli E,, € R, sono misurabili come si ¢ appena visto).
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4.4.10 Lemma Se E € R,5 e pn @ v(E) < oo allora la funzione g(z) := vE, é
misurabile in (X, A, 1) e

/gdu =p@v(E)

DIMOSTRAZIONE: Se E € R il lemma ¢ banale. Se {E,,} ¢ una successione in R
di insiemi a due a due disgiunti e se

gn(r) = v(Ep)s € g = Zgn

allora g ¢ misurabile e, dato che g, > 0, per il teorema della convergenza
monotona di B.Levi:

/ng:Z/gndN:ZM®V(En) = p®v(E)

quindi il lemma ¢ vero per F € R,. Infine, se £ € R,s ha misura finita, allora
esiste una successione {E,} C R, con E,; C E, e E =), E,. Quindi, per il
lemma precedente, possiamo assumere p ® v(FE;) < oo. Poniamo

gn(z) = v(E,),
Dato che
/gldu =nuv(F) <o

si ha g1 < 0o q.0: se dunque x ¢ tale che g(z) < oo allora la successione {(E,).}
¢ descrescente e la sua intersezione ¢ E,. Per la proposizione .2.1J(2) si ha

9(z) = v(E;) = h?{n v(En). = 1i1£n9n($)

i.e. g, — g q.o., da cui la misurabilita di g. Infine, essendo 0 < g, < ¢y, per il
teorema della convergenza dominata di Lebesgue (e di nuovo per la proposizione

M271(2)):
gdp = lim/gnd,u =lmpuvE, =pvk
QED
Diciamo che una funzione misurabile f : X — C su uno spazio di misura

(X, A, i) ¢ integrabile se
/ | fldp < oo
X

L’insieme delle funzioni integrabili modulo la relazione che identifica due funzioni
se sono uguali quasi ovunque ¢ uno spazio vettoriale (rispetto alla somma e
moltiplicazione per uno scalare delle classi di equivalenza definite come [f]+[g] =
[f + 9] e a[f] = [af], che si indica con L'(X, p).
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4.4.11 Teorema (FuBINI) Se (X, A, u) e (X, B,v) sono spazi completi di mi-
sura e f € LN X x Y, u® v) allora

(1) per quasi ogni x la funzione f.(y) := f(x,y) appartiene a L*(Y,v) e
[ L@y e L'
Y

(2) per quasi ogni y la funzione f,(x) = f(z,y) appartiene a L'(Y, ) e

/X £, (@)dp(z) € L(Y,v)

//fxdudu: fdu@uz//fydudu
xJy XxY vy Jx

DIMOSTRAZIONE: Data la simmetria fra x e y nell’enunciato basta dimostrare
la (1) e la prima uguaglianza della (3); inoltre basta limitarsi a funzioni non
negative, perché se il teorema vale per funzioni qualsiasi, evidentemente vale
anche per le loro differenze.

L’idea della dimostrazione e di verificare il teorema per classi sempre piu vaste
di funzioni. Iniziamo col verificarne la validita per le funzioni caratteristiche di
insiemi misurabili di misura finita.

Per il lemma esiste un F' € R,5 contenente E e tale che u ® v(F) =
1@ p(E): Uinsieme G := F'\ E ¢ misurabile (lo sono F e F) e

pRv(F)=pev(E)+pev(Q)
e quindi g ® v(G) = 0. Ora, a sua volta, esiste un insieme H C R, contenente
Gecon p®v(H)=p®v(G) = 0; quindi, per il lemma EZLT0 v(H,) = 0 per
quasi ogni x € X e quindi (G, C H,) v(G,) = 0 (per completezza di v). Quindi
g(x) =v(E,) = v(F,) q.0.

e quindi (ancora per il lemma [LZT0) g ¢ misurabile e

/gdu=u®V(F)=u®(E)

//(XE)dedM:/ XEdp @ v
xJy XxY

Ne segue:



4.4. MISURE CON SEGNO, COMPLESSE E MISURE PRODOTTO. 107

Il teorema e quindi dimostrato per funzioni caratteristiche di insiemi misurabili
di misura finita, e quindi (per linearita) per funzioni semplici nulle fuori da
insiemi di misura finita; ma, per il teorema B33l ogni ogni funzione integrabile
non negativa e limite di una successione crescente di tali funzioni: f = lim, ¢,
e quindi f, = lim,(¢,),, dunque, per il teorema della convergenza monotona di
B. Levi (si noti che le ¢, sono integrabili, essendolo la f):

[ 20 = oty = 1im [ (u)e )i

In altri termini questo integrale ¢ una funzione misurabile della x e, di nuovo per
il teorema della convergenza monotona:

//fdvd,u:lim//(gpn)ydyduzlim pdp v = fdp v
xJy " JxJy n JXxY XxXY

QED
Questo teorema e visibilmente di fondamentale importanza: tuttavia spesso

non e immediata la verifica della sua applicabilita. A questo scopo e spesso utile
considerare un criterio che permette di dedurre le ipotesi del teorema di Fubini:

4.4.12 Teorema (TONELLI) Se (X, A, u) e (X,B,v) sono spazi di misura o-
finiti e f & una funzione misurabile su X XY e non negativa, allora

(1) per quasi ogni x la funzione f.(y) := f(x,y) é misurabile e
/fx(y)dl/(y) ¢ misurabile
Y

(2) per quasi ogni y la funzione fy(x) := f(z,y) é misurabile e

/ fy(x)dp(x) ¢ misurabile
X

/X/Yfmdudu—/xxyfdu@w:/Y/Xfydudy

DiMOSTRAZIONE: Osserviamo semplicemente che, nella dimostrazione del teo-
rema di Fubini I'unico punto nel quale si usa l'ipotesi di integrabilita della f
(rispetto a p®v) e per dedurre l'integrabilita delle funzioni semplici ¢, } che ap-
prossimano la f: nel nostro caso non e necessario, perché basta la o-finitezza degli
spazi di misura in questione per dedurre l'esistenza delle {¢, }. Quindi la stessa
dimostrazione del teorema di Fubini fornisce, con questa modifica, il teorema di
Tonelli.

QED



108 CAPITOLO 4. MISURE

4.5 Misure di Borel, Radon e integrale di Stieltjes.

Vogliamo qui accennare a qualche procedimento che consente la costruzione
di misure di Borel.

Consideriamo uno spazio topologico X localmente compatto di Hausdorff: in
questo paragrafo ogni spazio topologico sara di questo tipo. Se f : X — R ¢
una funzione continua, il suo supporto e 'insieme

supp f := {z | f(x) # 0}

L’insieme C.(X) delle funzioni reali continue a supporto compatto ¢ uno spazio
vettoriale, e costituisce il protagonista della teoria dell’integrazione su X.

4.5.1 Definizione La o-algebra degli insiemi di Radon é la o-algebra R(X) di
sottoinsiemi di X tali che gli elementi di C.(X) siano funzioni misurabili.

Quindi R(X) ¢ generata da insiemi della forma

{z|f(z) = a}

con f € C.(X). Se a > 0 questi sono insiemi compatti G e, dato che i compatti
G5 sono evidentemente insiemi di Radon, R(X) ¢ generata da essi.
Ricordiamo che

4.5.2 Definizione La o-algebra degli insiemi di Borel é la o-algebra B(X) ge-
nerata dagli insiemi chiusi.

Quindi R(X) C B(X). Il viceversa vale se X ¢ uno spazio metrico separabile
localmente compatto.

4.5.3 Definizione Una misura di Radon su X ¢é una misura completa sulla
o-algebra R(X) tale che ogni insieme compatto abbia misura finita.

(Come sappiamo la richiesta di completezza puo sempre soddisfarsi, com-
pletando la misura data). Ricordiamo che una misura di Borel ¢ una misura
sui boreliani di X: spesso considereremo il suo completamento e lo chiameremo
sempre misura di Borel.

4.5.4 Definizione Una misura p su una o-algebra A contenente R(X), si dice
quasi-regolare se
(1) VEe€ A pE = inf puA

ECA
AcANT

(T denota la topologia di X ) e
(2) VAe ANT puA= inf uKkK

KCA
KeA compatto

Se la (2) vale per ogni A € A la misura si dice regolare.
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Ad esempio, la misura di Lebesgue sulla retta reale ¢ regolare. Mimando la
costruzione della misura di Lebesgue vogliamo ora definire delle misure quasi-
regolari sul nostro spazio X localmente compatto di Hausdorff.

4.5.5 Definizione Una misura esterna pu* su X si dice topologicamente regolare
se

(1) VECX pFE=infpA

Acr
(2) VAl,AQ S T Al N A2 = @ = /L*(Al U AQ) = ,U/*Al + ,u*Ag
(3) VAeT wA= sup p'K

KCA

K compatto

4.5.6 Teorema Se u* e una misura esterna topologicamente regolare su X allora
ogni boreliano e p*-misurabile.

DiMOSTRAZIONE: Dato che gli insiemi misurabili rispetto ad una misura esterna
formano una o-algebra, bastera mostrare che i chiusi F' sono p*-misurabili.

Sia A un aperto di misura finita e ¢ > 0; allora A N CF ¢ aperto e ha misura
esterna finita. Ora, per la (3) nella definizione di regolarita topologica della pu*,
si ha che

VAeT p'A= sup pU

UCA
UveT

T compatto
i.e. esiste un U aperto tale che U ¢ ANCF e
wU > (ANCF) —¢
Allora, se V:= A\U,VNU=0e ANF C V, quindi
P ANFE)+p (ANCF) < @'V +p'U+e<p* (UUV)+e<p*A+e

(per la (2) nella definizione di regolarita topologica). Per arbitrarieta di € si ha
dunque la misurabilita di F':

p(ANF)+p (ANCF) < p*A

(la disuguaglianza opposta ¢ vera per monotonia della p*).
QED
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4.5.7 Teorema Se i : T — [0,00] ¢ una funzione definita sugli aperti di X
tale che

(1) Se A ¢ compatto allora iA < oco.

(2) Se Ay C Ay allora wA; < A,.

(3) Se AN Ay =0 allora i(A; U As) = WA + 11As.
(4)

(5)

1) 71U, Au) < X, A

5) pA=sup wca nU.

U compatto
Allora la funzione

*E:= inf TA
H peacr !

e una misura esterna topologicamente regolare.

DIMOSTRAZIONE: La monotonia e subadditivita numerabile della ©* sono imme-
diate per le (2) e (4); inoltre, se A€ T

wWA=TnA

e quindi, per la (5), la (3) della definizione di regolarita topologica & vera per i
K che siano chiusure di aperti, e quindi & vera per ogni compatto. Infine le (1)
e (2) della definizione di regolarita topologica seguono dalla definizione di p* e
dalla (3).

QED

Quindi, a partire da una funzione definita sugli aperti, possiamo definire
una misura sui boreliani associata alla misura esterna del teorema precedente:
la regolarita topologica della misura esterna garantisce la quasi-regolarita della
misura indotta.

Alternativamente, si puo partire da una funzione definita sui compatti e cer-
care di estenderla ad una funzione che soddisfi le ipotesi del teorema precedente;
per questi ed altri approfondimenti si rimanda ai testi specialistici di teoria della
misura.

Consideriamo ora le misure di Radon sulla retta reale R: si tratta evidente-
mente di misure finite sui sottoinsiemi limitati di R; quindi, ad ogni tale misura
[t possiamo associare una funzione

F(z) := p(—o0, z]

che si dicé? funzione di distribuzione della misura p. Viceversa, data una funzione

I possiamo definire
p(a.b] == F(b) — F(a)

3Dato I’esteso utilizzo che se ne fa in teoria delle probabilita, usiamo il termine probabilistico.
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4.5.8 Teorema La distribuzione associata ad una misura di Radon € una fun-
zione monotona crescente, limitata, continua da destra e tale che

lim F(z)=0

r——00

Viceversa, una funzione F' monotona crescente e continua da destra induce una
misura di Radon la cui distribuzione € esattamente la F.

DIMOSTRAZIONE: Per le proprieta di p ¢ evidente che F' ¢ una funzione monotona
crescente a valori reali. Inoltre

pla,b] = F(b) — F(a)

e, dato che (a,b] =(,(a,b+ 1/n], per la proposizione L.2.1)(2):

1
pla,b) = lim p (a, b+ —}
n

n—-:m0
1.e.

n—-auoo

F(b) = lim F <b+ %) = F(b+)

il che significa che la funzione di distribuzione & continua da destra (o superior-
mente). Si noti che

pfb} = lim_ <b - % b] — F(b) — F(b—)

Quindi F' ¢ continua in b se e solo se l'insieme {b} ha misura nulla. Nel caso

r = —oo si trova, dato che () (—oo0, —n) = 0:
lim F(zx)=0

Viceversa, sia F' una funzione monotona crescente e continua da destra: allora la
p(a,b] = F(b) — F(a)

definisce una funzione sulla classe Z degli intervalli aperti a sinistra e chiusi a de-
stra; questa classe non € una o-algebra (non € neanche un’algebra) tuttavia, pro-
cedendo come nel lemma [£.4.2] possiamo estendere p ad una misura sull’algebra
generata da Z, dato che, se (a,b] C |J,(an,b,], allora

F(b) = F(a) <) F(by) — Flan)
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Allora, usando il teorema di estensione di Carathéodory, abbiamo una misura
sulla o-algebra dei boreliani (che ¢ quella generata da Z) il cui completamento ¢
una misura di Radon; questa estensione e unica, dato che R € unione numerabile
di elementi di Z e quindi p e o-finita.
QED
Quindi, se ¢ e una funzione boreliana su R possiamo integrarla rispetto ad
una funzione F' monotona crescente continua da destra ponendo

/gde = /god,u

ove 1 e la misura di Radon associata a F'; questo integrale si dice integrale di
Lebesgue—Stieltjes.

Uno spazio di misura (€2, .4, P) tale che P(Q) = 1 si dice spazio di probabilita
e la misura P si dice probabilita su €2; ad esempio, I'intervallo [0, 1] con la misura
di Lebesgue e uno spazio di probabilita. In questo caso le distribuzioni delle
misure di Radon soddisfano alla

lim F(z)=1
Una funzione misurabile X : [0, 1] — R si dice in questo contesto variabile alea-
toria: ad una variabile aleatoria possiamo associare una funzione di distribuzione
ponendo
F(z)=P(X <z):=P{y| X(y) <z}

La F permette di calcolare le grandezze fondamentali associate ad una variabile
aleatoria, come la speranza matematica

EX := / zdF(z)

e la varianza

DX := /(m — EX)*dF(z)

che infatti valgono
EX = /xF’(x)dx

DX = /(m —EX)F'(x)dx

Se ad esempio ¢ : [0,1] — R & una funzione boreliana, avremo una nuova
variabile aleatoria Y = ¢ o X, la cui speranza ¢

/a;dG(x)
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(ove G & la distribuzione di Y): ma se ¢ & integrabile rispetto alla misura di
Radon associata alla funzione di distribuzione di X, allora

BY —Ep(X) = [ pla)dF(x)

Quindi la conoscenza di F' determina la conoscenza delle distribuzioni di tutte le
variabili aleatorie ottenute trasformando X con funzioni boreliane.

4.6 Spazi LP.

Da ultimo introduciamo gli spazi LP: sia (X, A, u) uno spazio di misura;
definiamo, per 1 < p < 0.

LP(X,p) == {f : X — C| f misurabile e /]f|pd,u < oo}/

come lo spazio delle classi di equivalenza (modulo la relazione f =g <= f =g
q.0.) di funzioni la cui potenza p-sima abbia integrale finito in modulo. Per p = oo
definiamo

L*®(X,p) :={f: X — C| f misurabile e misurabile}

Si tratta ovviamente di spazi vettoriali.

Per brevita scriviamo
161l = ( [ 16van)

[ flloo := esssup,cx [ ()]
ove il supremo essenziale ¢ I'inf del sup di g per ogni g che sia uguale a f q.o:

esssup,c x () := inf{M | u{z | M < f(z)}}

Nel séguito gli spazi LP costituiranno ’esempio classico di spazi di Banach: per il
momento limitiamoci a dimostrare i risultati classici che permettono di effettuare
il calcolo in LP: ricordiamo intanto la

4.6.1 Definizione Una funzione convessa é una funzione ¢ : (a,b) — R (con
—o0 < a<b<oo) tale che

Y,y € (a,0) VA€ [0,1] ¢((1 = Az + dy) < (1= Ao(x) + Ap(y)
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Ovviamente ¢ ¢ convessa se e solo se

p(t) —p(s) _ p(u) = (1)
t—s - u—t

() Vs, t,u € [a,b]
Da questo segue la continuita di ¢ in (a, b).

4.6.2 Lemma (DISUGUAGLIANZA DI JENSEN) Se (X, A, u) € uno spazio di mi-
sura con p(X) =1 e f € LY(X,pn) ha valori in (a,b) e ¢ ¢ convessa in (a,b)

allora
@(/deu) S/wadu

DIMOSTRAZIONE: Poniamo
t::/ fdu
X

(da cuit € (a,0)) e B = supe(, ) (t — s). Allora

Vs e (a,b) o(t) +B(s — 1) < ¢(s)

B Vre X o(f(x) - olt) — B(f(x) — 1) >0

Dato che ¢ e continua, ¢ o f e misurabile e quindi, integrando la disuguaglianza
precedente abbiamo

(D)) + B( /X Fdu— tp(X)) < /X oo fdu

i.e. la tesi, dato che u(X) =1et= [, fdu.
QED

4.6.3 Teorema (DISUGUAGLIANZA DI HOLDER) Sep,q > 0 sono tali che 1/p+
1/qg =1 (oppure sep=1eq=00) e (X, A, u) uno spazio di misura, per ogni
coppia di funzioni f,g: X — [0, 00| misurabili si ha

fomws () (f)

DIMOSTRAZIONE: Siano

()} ae(fn)
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Se A = 0 allora f = 0 q.o. quindi fg = 0 q.o. ed il teorema & dimostrato; se
A >0 e B = oo pure il teorema e banale. Possiamo dunque supporre che siano
A, B € (0,00). Poniamo

_f g
F.—A e G—B

/F”du:/quuzl
X X

Ora, se F(x),G(x) € (0, 00), allora esistono s, ¢ €R tali che F(z) = /P e G(z) =
et/9: ma 1/p+1/q = 1 e la funzione esponenziale & convessa: quindi

in modo che

Qe+

s e’ Gt
erte < — 4 —
p q

1.e.

e, integrando:

cioe la tesi.
QED

4.6.4 Corollario (DISUGUAGLIANZA DI SCHWARTZ) Se (X, A, 1) uno spazio di
misura, per ogni coppia di funzioni f,g: X — [0, 00] misurabili si ha

/ngdu < \//X f2du\//xg2du

4.6.5 Teorema (DISUGUAGLIANZA DI MINKOWSKI) Se p,q > 0 sono tali che
1/p+1/qg=1 (oppure sep=1eq=o0) e (X, A, n) uno spazio di misura, per
ogni coppia di funzioni f,g: X — [0, 00] misurabili si ha

</X(f+g)pdu);§ (/Xfpduer(/ngdu)é
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DIiMOSTRAZIONE: Applichiamo all’identita

(f+9P=f(f+g)P " +g9(f+9""

la disuguaglianza di Holder:

1

/xf(fW)p_ldﬂ = (/X f”du); (/X(f+g)<P—1>qdu>q

ma (p — 1)q = p e quindi

furearas([uvorm) ((Lra) (o))

Ora, supponiamo che in questa disuguaglianza la parte sinistra sia non nullo e
la parte destra non infinito (altrimenti il teorema ¢ banale): dato che la funzione
tP ¢ convessa per t € (0,00):

(L32) < jum+e)

B () (o))

cioe, dato che 1 — 1/q = 1/p, la disuguaglianza di Minkowski.

e quindi

QED

Vogliamo infine dimostrare dei risultati molto utili di approssimazione per le
funzioni in LP: consideriamo uno spazio di Hausdorff localmente compatto X, A
una o-algebra su X contenente i boreliani e ¢ una misura regolare su X.

4.6.6 Teorema Sel < p < oo per ogni funzione fELP(X, ) esiste una funzione
continua a supporto compatto g tale che

f =gl —0

Cioe ogni funzione LP e approssimabile con funzioni continue a supporto com-
patto.

DIMOSTRAZIONE: Dimostreremo in realta di pit: ogni funzione LP si approssima
con funzioni “di salto”, cioe con funzioni semplici s che hanno supporto in insiemi
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di misura finita. Sia S l'insieme delle funzioni s : X — C misurabili semplici
tali che
p{r e X|s(z #0)} < oo

Dimostriamo che gli elementi di questo insieme approssimano LP. Intanto e ovvio
che S C LP(X,p); consideriamo poi, data f : X — [0,00) in LP(X, ), una
successione {s, } monotona di funzioni semplici che converga a f (teorema [£3.3);
dato che f — s, < f (stiamo considerando funzioni reali positive in LP: basta
dimostrare il teorema per esse):

|f_3n|p < f*

Quindi possiamo usare il teorema della convergenza dominata:

i1/ = sl = [t f 5, Pd =0

Per dimostrare il teorema ci basta sapere che, dato € > 0, per ogni funzione s€ .5
esiste g € C.(X) tale che

pfelg(z) # fla)} <e

e |g] < ||| infatti in questo caso

1
=gl =1If —g+s—=sll <IIf = sllp+ [lg = sll, <e+2e7|[s]|w

Ora consideriamo la nostra s € S e l'insieme A = {z | s(z) # 0}: sappiamo che ¢
diversa da zero su un insieme di misura finita, quindi, per regolarita della misura,
possiamo supporre che esista un compatto K un aperto U tali che K C U, s|y =0
e u(A\ K) < e. Allora, per il lemma di Uryshon, esiste una funzione continua h
tale che h|g = 1 e g|gy = 0: evidentemente

plr]g(z) # s(r)} <e

La g ¢ la funzione cercata.
QED

Implicita nella dimostrazione di questo risultato ¢ quella del seguente

4.6.7 Teorema (LUSIN) Una funzione misurabile su un insieme di misura fi-
nita e approssimabile con funzioni continue a supporto compatto.



