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1 Glossario

Fissiamo le seguenti notazioni e nozioni:

Algebra: per noi sara sempre uno spazio vettoriale A su un campo K
fissato, dotato di una operazione bilineare o : A x A — A (il prodotto)
non necessariamente dotata di unita; se ’algebra e associativa sara sempre
supposta dotata di unita e, ed il prodotto denotato con a - b o ab; un’algebra
commutativa sara un’algebra associativa e commutativa.

Morfismo: per noi sara sempre una funzione f : A — B fra K-algebre
tale che f(a(a,b)) = B(f(a), f(b)) ove a e [3 sono i prodotti in A e B; se le
algebre sono associative un morfismo deve preservare le unita.

Modulo: per noi un modulo ¢ un K-spazio vettoriale M che si presenta
assieme ad una mappa bilineare y© : A x M — M, ove A & un’algebra
associativa, in modo che p(ab,m) = p(a,u(b,m)) e p(e,m) = m per ogni
a,b € Aem € M; un bimodulo € un modulo che possegga anche una mappa
bilineare v : M x A — M tale che v(m,ab) = v(v(m,a),b), v(m,e) = m e
w(a,v(m,b)) = v(p(a, m),b); scriviamo al solito am = u(a,b) e ma = v(m,a);
un morfismo di moduli € una mappa A-lineare.

Derivazione: le derivazioni su un’algebra A sono per noi gli elementi
dello spazio vettoriale Der(A) delle applicazioni K-lineari X : A — A tali
che X(a(a,b)) = a(X(a),b) + a(a, X (b)); se A & associativa le derivazioni
Der(A, M) a coefficienti in un bimodulo M sono definite come le mappe K-
lineari X : A — M tali che X (ab) = aX(b) + X (a)b: se A & commutativa la
mappa M — Der(A, M) & un funtore.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/

2 PAOLO CARESSA

Differenziale: per noi sono gli elementi del modulo 24 dei differenziali di
Kéhler sull’algebra commutativa A, determinato a meno di isomorfismi dalla
proprieta universale Der(A, M) = homa(Q4, M) ove M ¢ un A-modulo; si
tratta del modulo quoziente E/R ove E ¢ libero su A, i cui elementi denotiamo
con da, e R & generato da elementi della forma

d(ka + hb) —kda—hdb e  d(ab) — adb — bda

al variare di h,k € K e a,b € A; la mappa A — Q4 che ad a € A associa
I'immagine in F/F di da ¢ una derivazione, e, in virtu della proprieta uni-
versale, esiste anche una mappa i: Der(A) x Q4 — A di contrazione di un
differenziale su una derivazione; sia d che i si estendono alle potenze esterne
(su A) di Q4 e Der(A) in modo da soddisfare le usuali proprieta del calcolo
di Cartan.

Rappresentazione: E un K-spazio vettoriale R che si presenta assieme
ad una mappa p : L X R — R ove L ¢ un’algebra di Lie, in modo che

p([a, b]vm) = p(a,p(b, m)) - p(b,p(a, m))

2 Algebre associative, di Lie e di Poisson

Diamo ovviamente per scontata la nozione di algebra associativa, algebra
associativa commutativa e di algebra di Lie: richiamiamo qui appresso qualche
altra nozione classica ma meno popolare.

Definizione 2.1 Un’algebra di Poisson é una terna (A,-,{}) ove (A,-) é
una K-algebra associativa, (A,{}) é una K-algebra di Lie e vale, per ogni
a,b,c € A, la sequente identita di Leibniz:

{ab,c} = afb,c} + {a, c}b
Rammentiamo gli esempi fondamentali di algebre di Poisson:

Esempio 2.2 Se V' é uno spazio vettoriale su K e V* ¢ il suo duale, consi-
deriamo I'algebra commutativa A generata dai funzionali lineari su V & V*:
possiamo interpretare A come ’algebra simmetrica Sym (V*@ V') (se V' é uno
spazio vettoriale topologico considereremo tensori continui). Se ¢ Hv, ) dw €

V* @V, definendo

{e® v, ®w} =p(w) —v(v)
(si noti che {V*,V} = 0) otteniamo una mappa K-bilineare antisimmetrica
su V* @V, che possiamo estendere ad A come

{a+b,¢c} ={a,c} +{b,c}, {ab, c} = a{b,c} + b{a,c}, {K,A}=0
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Dato che I'algebra A é generata da V* @V, abbiamo in questo modo definito
una operazione bilineare antisimmetrica che, per definizione, soddisfa all’i-
dentita di Leibniz, mentre l'identita di Jacobi puo agevolmente verificarsi ad
esempio per induzione (guardando ad A come l'algebra simmetrica, quindi
graduata). Quest’algebra di Poisson la chiamiamo algebra simplettica su V.

Esempio 2.3 Se V' ¢é uno spazio vettoriale tale che il suo duale (topologico
se necessario) V* sia un’algebra di Lie g rispetto a qualche parentesi di Lie
fissata [ |; dato che g ¢ lo spazio dei funzionali lineari (e continui se necessario)
su V', I'algebra commutativa generata da questi funzionali lineari é I’algebra
simmetrica su g: ma allora il teorema di Poincaré—Birkhoff-Witt afferma che
esiste un isomorfismo

Gri(g) = Sym(g)

fra I'algebra graduata associata alla filtrazione dell’algebra inviluppante uni-
versale di g e Palgebra simmetrica su g, sicché resta indotta su GrlU(g) (vale
a dire su Sym(g)) una struttura di algebra di Poisson nel modo seguente: si
rammenti che g si immerge in U(g) e che U(g) ¢ filtrata come (cfr. [11, §3])

Z/{chl ClUy,C...CU, C ..

ove Uy = K e U, sono generate da K e dai prodotti xy...x;, (con h < k) di
elementi dell’algebra di Lie g (in guisa che U; = K @ g). Pertanto

Grid(g) =P e

U
k>0 Uk

Cioé un elemento di grado k é una classe di equivalenza [x] di prodotti di al piti
k elementi di g, dunque possiamo definire una mappa bilineare antisimmetrica
{} Grg x Gry, — Grp 41 come

{=], ]} = vy — ya]

(si noti che I'immagine é in Uy 1 € non in Uy per la proprieta univer-
sale dell’algebra inviluppante: ad esempio, se x,y hanno grado uno, cioé
appartengono a g, xy — yx ha pure grado uno, ed altri non é che [z, y]).

In questo modo rendiamo Gri(g) un’algebra di Poisson rispetto alle pa-
rentesi { }: I'identita di Leibniz ¢ presto verificata, mentre quella di Jacobi se-
gue dalla sua omonima per l'algebra di Lie (g, [,]) e da una semplice induzione
sul grado: quest’algebra la chiamiamo algebra di Lie—Poisson su g.
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Consideriamo un’algebra di Poisson (A, -, {}): mercé I'identita di Leibniz,
la mappa hamiltoniana
X : A —> Endg(A)

definita come X(a)(b) = {a,b} ha immagine contenuta nello spazio delle
derivazioni Der(A) (rispetto alla struttura associativa di A).

Definizione 2.4 Una derivazione del tipo X (a) si dice derivazione hamilto-

niana e st denota con X,: lo spazio delle derivazioni hamiltoniane si denota
con Ham(A).

Evidentemente ¢ una sottoalgebra di Lie di Der(A): inoltre, in virtu del-
I'identita di Jacobi, una derivazione hamiltoniana ¢ anche una derivazione
dell’algebra di Lie (A, {}).

Le derivazioni hamiltoniane non formano un modulo, ma solo uno spazio
vettoriale: sara comunque opportuno considerare il modulo hamiltoniano H 4,
cioe I’A-modulo da esse generato.

Definizione 2.5 L’algebra di Lie Can(A) = Der(A) N Dery(A) intersezione
dell’algebra delle derivazioni rispetto alla struttura associativa e delle deriva-
zioni rispetto alla struttura di Lie si dice algebra delle derivazioni canoniche
dell’algebra di Poisson A.

Dunque ogni derivazione hamiltoniana ¢ canonica: non vale tuttavia il vi-
ceversa (ad esempio bastera considerare ’algebra di Lie—Poisson su un’algebra
di Lie risolubile g); una misura di quante derivazioni hamiltoniane non cano-
niche esistano in un’algebra di Poisson e inglobata nella seguente successione
esatta di algebre di Lie

0 — Cas(A) — A — Ham(A) — Can(A)/ Ham(A) — 0
ove Cas(A) ¢ l'algebra degli elementi di Casimir di A:
Cas(A) ={ce A|Va € A {a,c} =0}

L’importanza dell’algebra degli elementi di Casimir e chiarita dal seguen-
te risultato: consideriamo lo spazio topologico X = Spec Cas(A): 'iniezio-
ne Cas(A) — A induce una suriezione I :Spec A — X, che possiamo
interpretare come una fibrazione.

Teorema 2.6 Le fibre della mappa Il sono spettri di sotto-algebre di Poisson
simplettiche rispetto alla struttura di Poisson indotta da A.
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3 Coomologia di Hochschild

Introduciamo in modo elementare (cioe senza usare 'algebra omologica) 1'o-
mologia di Hochschild: seguiremo [2]; se A un’algebra associativa e M un
bimodulo su A consideriamo la successione di moduli

Co(A, M) =M@ A®"
e la successione di mappe lineari
by : Co(A, M) — C, 1 (A, M)
definite come

bn(m®a1®...an) — (ma1)®a2®...®an+
n—1
3 )mRa @ ® (4ai1) ® - ® a+
i=1

+(=1)"(anm) @ a1 @+ ® ap_1

Lemma 3.1 b,00,,1 =0

DIMOSTRAZIONE: Anziché un tedioso calcolo diretto cominciamo col notare
che, se definiamo per 1 <17 < n:

do(m@ a1 @+ ® a,) =(mar) ®a @+ @ a,
di(m@a @ - Qay) =mag @ - (a;0i41) @ - @ ay,
dn(m®a1®®an) :(anm)®a1®...®an_1

abbiamo immediatamente che

Ma, dato che, se 0 < i < j < n, allora
di 9] dj - djfl 0] dz

troviamo immediatamente la tesi del lemma.
QED
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Definizione 3.2 (C, (A, M), b,) definisce un complesso di catene la cui omo-
logia si dice omologia di Hochschild di A a coefficienti nel modulo M.

I gruppi di omologia si denotano con HH,, (A, M): piu propriamente do-
vremmo chiamarli moduli di omologia, dato che sono moduli sull’algebra
commutativa Z(A) (centro di A).

[’omologia di Hochschild e funtoriale almeno in due sensi: possiamo consi-
derarla come un funtore covariante HH,, (A, —) : 9 — N dalla categoria de-
gli A-bimoduli in sé, oppure notare che, se M ¢ un A-bimoduloe ¢ : B — A
un morfismo di algebre allora M e anche un B-bimodulo e la mappa ¢ ne
induce una in omologia: ¢, : HH, (B, M) — HH,(A, M).

Esempio 3.3 HHy(A, M) ¢é il modulo dei coinvarianti di M, cioé
HHy(A, M) = M/{am — ma}.ca, mem

Nel caso della rappresentazione aggiunta M = A abbiamo ovviamente HHy(A, A) =
A/ [A, A] e quindi, se A é commutativa, HHy(A, A) = A.

Esempio 3.4 Se A ¢ commutativa e possiede una unita, e se M & un bi-
modulo simmetrico (vale a dire am = ma) allora HH1(A, M) = M ®4 Q4
ove §24 sono i differenziali di Kahler di A; nel caso M = A otteniamo quindi
HH1(A, A) = Qa.

La coomologia di Hochschild si introduce nel modo ovvio a partire dall’o-
mologia: consideriamo i moduli

C™(A, M) = homg (A®", M)

e le mappe
d, : C"(A, M) — C"1 (A, M)

definite come

dpo(ar, ..., Gni1) = a19(ag, ..., Gpi1)+ Z(—l)igo(al, ey QG 1y ey Q1)
i=1

+ (_1)n+1()0(a'17 ceey an)an—i—l

I gruppi di coomologia di Hochschild HH™(A, M) cosi ottenuti sono di
nuovo Z(A)-moduli, e funtoriali: HH"(A, —) : MM — 9 ¢ un funtore dalla
categoria dei bimoduli in sé, e se ¢ : B — A € un morfismo di algebre e M
un A-modulo allora & anche un B-bimodulo ed abbiamo una mappa indotta
in coomologia ¢* : HH"(A, M) — HH"(B, M).
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Esempio 3.5 HH°(A, M) ¢ il modulo degli invarianti di M, cioé
HH°(A, M) ={m € M |VYa € A am = ma}

Nel caso della rappresentazione aggiunta M = A abbiamo ovviamente HH°(A, A) =
Z(A) e quindi, se A é commutativa, HH(A, A) = A.

Esempio 3.6 HH'(A, M) ¢ il modulo delle derivazioni di A a valori in M
modulo le derivazioni interne (cioé del tipo D(a) = ma — am per un m € M
fissato):

HH'(A, M) = Der(A, M)/[M, A]

Nel caso M = A otteniamo quindi HH'(A, A) = Der(A)/[A, A]: si tratta,
come noto, di un’algebra di Lie.

Esempio 3.7 HH*(A, M) ¢& il modulo delle estensioni abeliane di A per
tramite di M
0—M —F—A—70

modulo I'equivalenza data dalla commutativita del seguente diagramma

Consideriamo ora un’algebra associativa (A, -) con unita e: abbiamo al-
lora una mappa K € A definita come k — ke, possiamo quindi considera-
re lo spazio vettoriale quoziente A = A/K, e formare i prodotti tensoriali
Co(A, M) =M ® X@m, che formano un complesso rispetto al bordo di Hoch-
schild passato al quoziente A — A/K: questo complesso si dice complesso
di Hochschild normalizzato.

Teorema 3.8 La proiezione C, (A, M) — C,(A, M) ¢ un quasi-isomorfismo
di complessi.

La dimostrazione consiste essenzialmente in un ragionamento di moduli
simpliciali, cfr. ad esempio [12, §1.6.4].
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Consideriamo ora un’algebra di Lie g: possiamo associarle in modo natu-
rale un’algebra associativa U(g) inviluppante universale; esiste una corrispon-
denza fra U(g)-bimoduli e rappresentazioni di g: se - : U(g) x M — M & un
bimodulo allora definiamo sullo spazio vettoriale M 1’azione

lgom]=g-m—m-g

(g € g, m € M) che rende M una rappresentazione, che denotiamo M?.

Dunque data una rappresentazione di un’algebra di Lie possiamo produrre
un bimodulo su un’algebra associativa, e quindi considerare le sue omologia
e coomologia di Hochschild.

Definizione 3.9 L’omologia H,(g,V) di un’algebra di Lie g a coefficienti in
una rappresentazione V. é lalgebra graduata @, HH, (U(g), M) ove M9 =V ;
la coomologia H™(g, V') di un’algebra di Lie g a coefficienti in una rappresen-
tazione V' é Ualgebra graduata €@, HA™(U(g), M) ove M® =V

Possiamo esplicitamente calcolare queste omologie e coomologie per mezzo
del complesso di Chevalley—Eilenberg [3]: nel caso dell’omologia si tratta del
complesso di spazi vettoriali

Lo(s,V)=V® \g

dotati della mappa di bordo b, : L,(g,V) — L,_1(g,V)

n

bV @G A Aga) =Y (—1) g 0] @ g1 A gisi Agii A Aga
i=1

Y DT 0@ g gl AgL A A gt Agis A
1<j

mentre per la coomologia abbiamo il complesso di spazi vettoriali

Ly(g,V) = homg(/\ "g.V)

con il differenziale

dQO go, -- 7gn Z gw gO) e 9i—1, 9i+1, 7gn)]
=0
0--n

+ ) (=)™ 0([gi, g1, 905 s Gim1s Girt1s -oos Gi—1, G150 )

1<j
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La coomologia di Hochschild consente anche di definire 'omologia ciclica,
la cui definizione vogliamo richiamare, seguendo [4].

Consideriamo un’algebra associativa A ed il suo bimodulo coaggiunto, vale
a dire lo spazio vettoriale A* duale di A rispetto alle azioni

apb(c) = p(bea)

Ora consideriamo il complesso di cocatene di Hochschild in questo caso, vale
a dire la somma degli spazi vettoriali

C™(A, A*) = homg (A®", A%) = A®(HD*
ove I'isomorfismo associa a ¢ un funzionale ¢ definito come

o(ag, ay, ..., an) = @(ay, ..., a,)(ag)
Allora il cobordo di Hochschild diviene

n

doo(ag, ay, ..., a,) =p(agas, az, ..., a,) + Z(—l)"(p(ao, ooy Qi@ ey )
i=1

+(—a)"" p(ans1, ao, ..., an)

Come si vede dalla formula, se consideriamo una permutazione ciclica ~ sul-
I'insieme {0, 1,...,n} e denotiamo con &(v) il suo segno, e l'operatore lineare

I':C"(A, A*) — C™(A, A*) definito come

To= Y ey

YECh+1

(ove con C,,1 abbiamo denotato il gruppo delle permutazioni cicliche su
{0,1,...,n} e v ¢(ao, ..., an) = @(@y(0); ---, Ay(n))) allora 'immagine

CT(A) =ImT

¢ esattamente lo spazio delle cocatene tali che v*p = e(v)p: per il seguente
risultato si veda [4, §IIL.1.a]:

Teorema 3.10 (C}{(A), d) é un sotto-complesso del complesso di Hochschild.

La coomologia di questo complesso si dice coomologia ciclica di A, e la
denotiamo con HC*(A).

Esempio 3.11 HC(K) = K[z ]/(372 particolare, per n dispari si ha HC™(K) =
0 mentre per n pari si ha HC™(K) =
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4  Coomologia indotta da un modulo differen-
ziale

Comunemente si ritiene, non a torto, che la pit semplice e maneggevole
coomologia sia quella di de Rham: partiremo dunque da una sua disamina
nell’ambito puramente algebrico, che in qualche senso le compete.

Sia dunque A un’algebra associativa su un campo K.

Definizione 4.1 Un modulo differenziale su A é una coppia (D, ) ove D é
un A-bimodulo e § : A — D una derivazione.

Dunque un modulo differenziale ¢ in realta un bimodulo: comunque pos-
siamo considerarlo un modulo su A® A°P equipaggiato dell’azione (a®a’)-m =
a-m-a’; nel caso commutativo confondiamo i bimoduli con i moduli sinistri.

Ovviamente vogliamo che questi oggetti facciano parte di una categoria,
dunque diamo anche la

Definizione 4.2 Se (D,0) e (D', §") sono moduli differenziali, un morfismo
di moduli differenziali ¢ un morfismo ¢ : D — D' di A-bimoduli tale che
dop=>4.

Esempio 4.3 Il modulo dei differenziali di Kahler ), su un’algebra com-
mutativa A ¢ un modulo differenziale, che soddisfa alla ben nota proprieta
universale, che possiamo, nel nostro linguaggio, formulare come segue

Teorema 4.4 Q4 ¢ ['oggetto iniziale nella categoria dei moduli differenziali
su un’algebra commutativa A.

Esempio 4.5 Consideriamo il primo modulo del complesso di Hochschild
normalizzato di A a coefficienti in A: C1(A, A); vogliamo mostrare, seguendo
Connes [1], che si tratta di un modulo differenziale analogo ai differenziali di
Kahler.

_ Rammentiamo che C1(A,A) = A® A: definiamo allora una mappa v :

C1(A,A) — A® A come

vla®b)=a®b—ab®e
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Si tratta di una mappa di A-bimoduli ben definita, dato che v(a ® b)
dipende solo dalla classe b in A e non da b; infatti se k € K allora

via@b+ke)=a® (b+ke) —alb+ ke)®e
=a®@b+ka®e—ab®e—ka®e
=v(a®b)
Inoltre, dato che a ® b = ab ® e se b € K si tratta di una mappa iniettiva;

infine notiamo che A ® A/Imv ¢ un bimodulo isomorfo ad A: infatti basta
considerare il prodotto p: A® A/ — A, cioe pu(a ® b) = ab, e notare che

pr(a®b)) =pula@b—ab®e) =0

Dunque Im v = ker 4 da cui

Proposizione 4.6 C}(A, A) = ker p1

Scriviamo esplicitamente la struttura di A-bimodulo su C} (A, A) ereditata
dall’essere isomorfo a un sotto-modulo di A ® A: suggestivamente scriviamo
un elemento a ® b € C1(A, A) come adb; inoltre liberiamoci dalla pesante
notazione C (4, A) ed usiamo QA in sua vece.

La struttura di modulo sinistro ¢ ovviamente

a- (bdc) = (ab)dc
mentre quella di modulo destro e
(adb)c = ad(bc) — abdce (%)

(In termini di questi moduli e possibile definire una coomologia di de Rham
non commutativa [9].) Abbiamo dunque un A-bimodulo Q'A che ¢ anche un
modulo differenziale, rispetto alla mappa suggerita dalla notazione preceden-
te:

da=e®a

Infatti, per la (*)
d(ab) = e ® (ab) = adb + (da)b

Teorema 4.7 Q'A ¢ un oggetto iniziale nella categoria dei moduli differen-
ziali su un’algebra non commutativa.
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DiMOSTRAZIONE: Consideriamo un modulo differenziale su A, cioe una cop-
pia (D, d) ove D & un A-bimodulo e 6 : A — D ¢ una derivazione; definiamo
una funzione ¢ : Q'A — D come (ricordiamo che adb vuol dire a ® b in
OLA):

o(db) = 0b

ed estesa per A-linearita; abbiamo quindi una fattorizzazione

QED

Si noti che questa costruzione puo farsi per un’algebra che non possie-
de unita: bastera porre in quel caso A = A @ K (cioe aggiungere 'unita
all’algebra) e quindi considerare Q' A, vale a dire A ® A.

Nel caso commutativo l’esempio precedente ci permette di ritrovare la
classica nozione di differenziale introdotta da Kahler nella sua Geometria
Aritmetica; v’eé comunque una notevole differenza: quando si estendono i dif-
ferenziali in grado superiore, si pone, nel caso non commutativo, Q%A =
NA®y - ®4 QA mentre nel caso commutativo & necessario considerare i
prodotti esterni affinché la medesima estensione del differenziale

d(apda; @ - - - ® day) = dag ® day @ - - - @ day,

dia luogo ad una DG-algebra.
Diamo un ulteriore esempio di modulo differenziale.

Esempio 4.8 Se (A,-,{}) é un’algebra di Poisson allora il modulo H ge-
nerato dalle derivazioni hamiltoniane di A ¢ un modulo differenziale rispetto
alla mappa hamiltoniana

X A— Ha

Consideriamo un modulo differenziale (D, d) su un’algebra commutativa
A: possiamo allora prenderne le potenze esterne su A, ed ottenere 'algebra
graduata A\’ D; vogliamo estendere la derivazione d ad un differenziale di
quest’algebra in sé, e lo facciamo nel modo ovvio: se a € A e ay,...,a, € D
allora poniamo, per a € A e ay,...,a, € D:

dlaa; A+ Nay) =daNag A A ay,

In questo modo definiamo una mappa K-lineare.
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Proposizione 4.9 d ¢ una derivazione graduata di grado +1 tale che dod =
0.

Possiamo quindi considerare la coomologia di de Rham dell’algebra A a
coefficienti nel modulo differenziale (D, 0), definendo gli spazi

ker(A" D -% A% D)
(A5 D 5 A3 D)

H(?R<A7 D) =

ove conveniamo che A" D = 0.
Gli spazi vettoriali H},(D) sono moduli su A: abbiamo anche il modulo
graduato

Hyp(A, D) = @) Hjjp(A, D)
n=0

rispetto al prodotto indotto in coomologia dal prodotto A.

Notiamo che la coomologia di de Rham a coefficienti in un modulo diffe-
renziale e funtoriale: supponiamo che f : A — B sia un morfismo di algebre
associative; allora ogni B-modulo differenziale (D, ) ¢ anche un A-modulo
rispetto al prodotto ap = f(a)p ed alla derivazione do f, e il morfismo indotto

N — N\'\D
induce a sua volta un morfismo in coomologia:
Hyr(B,D) — Hur(A, D)
Spieghiamo ora la nostra terminologia.

Esempio 4.10 Se M é una varieta differenziabile e A = C*°(M) allora la
categoria dei moduli proiettivi su A ¢ equivalente alla categoria Vec(M)
dei fibrati vettoriali su M: comunque la categoria dei moduli differenziali si
identifica solo ad una sottocategoria della categoria dei fasci su M, e possiede
un oggetto iniziale, che altri non ¢ se non il modulo E'(M) delle sezioni
differenziabili del fibrato cotangente di M : allora la coomologia da noi definita
di A a coefficienti in E*(M) coincide con quella di de Rham.

Osservazione. £!(M) non ¢ il modulo dei differenziali di Kéhler su A =
C>®(M); quest’ultimo ¢ infatti il modulo delle sezioni insiemistiche del fibrato
cotangente, cioe di tutte le funzioni o : M — T*M che composte con la
proiezione T*M — M diano l'identita, e quindi contiene anche quelle non
differenziabili, ed addirittura non continue!!!
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Esempio 4.11 Se A = C*(M) e l'algebra delle funzioni differenziabili di
una varieta di Poisson allora la coomologia di de Rham di A a coefficienti nel
modulo differenziale generato dai campi hamiltoniani su M é esattamente la
coomologia di Poisson di M definita da Lichnerowicz.

Torniamo al nostro caso algebrico generale: se (D, d) ¢ un modulo® dif-
ferenziale su un’algebra associativa A, possiamo considerare lo spazio ker ¢
degli elementi di A il cui differenziale & nullo in D e lo spazio

X(D)={X € Der(A)|Ve e kers X(c)=0}

delle derivazioni di A che sono nulle su gli elementi di questo nucleo: dato
che, se X, Y € X(D) e ¢ € ker § allora

X, Y](e) = X(Y(e)) = Y(X(c) = 0

abbiamo che X(D) ¢ una sottoalgebra di Lie di Der(A).
Notiamo che quest’algebra di Lie possiede una rappresentazione naturale
in A:
X -a=X(a)

ovviamente mai fedele; inoltre esiste un accoppiamento bilineare e non dege-
nere fra X(D) e D:
ixaob = aX(b)

che, al solito, chiamiamo contrazione, e che soddisfa alle usuali proprieta
loxw = aixyw = iy (aw)

Notiamo che possiamo estendere in modo unico questo accoppiamento alle
potenze esterne di X(D) e D, in modo da soddisfare le identita

° ixix()é:()
® ip/\Qa:iQipa
e ix(aAB)=ixaAB+ (—1)fanixfs

ove v e N°D, e N"'D, X € X(D) e P,Q € \"X(D); possiamo anche
definire una derivata di Lie come un operatore £ : X(D) — End(, \" D):

;C)(Oz = ix(SOz -+ 5iX0z

Allora valgono le

'D’ora innanzi diremo “modulo” intendendo “bimodulo” se ’algebra non ¢ commutati-
va.
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° £X<Oé/\ﬁ) =LxaANp+alxp
o Lixy) = [Lx,Ly]

o L,xaa=alxa-+daNLxa
4 i[X,Y] = [CX, iY]
® [Ex,é] = [Ex,ix] =0

La contrazione, in particolare, fornisce una mappa iniettiva

b: /n\D — homA(/n\ X(D),A)

la cui immagine e quindi un sotto-complesso del complesso di Chevalley—
Eilenberg dell’algebra di Lie X(D) a coefficienti nella rappresentazione A,
che chiamiamo complesso di Chevalley-Eilenberg differenziale: la contrazione
definisce in effetti una mappa di complessi, dato che (scriviamo o = agda; A
-+ Nda, € D)

n
—

(d(0)(Xoy s X)) = 3 (<1)' X, (7(&)()(0, o X, ...Xn)>

1=0

+ ) (=)™ (1) (X, X1 Koy ooy Xiy s Xy ooy X

+ ) (=DM ag[ Xy, Xj](a1) Xo(as) - Xio1(ai) Xipr (aiga) - -
- Xjo1(ay) X (ajp) - - Xn(an)

= Xi(@) = (46(e)) (X, ., Xan)

i=0
Dunque
Teorema 4.12 La coomologia di de Rham di A a coefficienti nel modulo

differenziale (D, 0) é isomorfa alla coomologia differenziale dell’algebra di Lie
X(D) a coefficienti nella rappresentazione A.
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5 Esempio: la coomologia di Poisson

Un caso assai interessante e dato dai moduli differenziali che siano sotto-
moduli del modulo delle derivazioni: infatti in questo caso la mappa fornita
dalla proprieta universale di questi ultimi

w:Qq — D

consente di definire su A una struttura di algebra non associativa su A come
segue
{a,b} = pu(da)(b)
Il fatto che p sia una mappa di moduli differenziali implica che
{ab, c} = p(d(ab))(c) = p((da)b)(c) + p(adb)(c)
= p(da)(c)b + ap(db)(c)
= {a, c}b+ a{b,c}

E naturale chiedersi quando questa struttura algebrica dia luogo ad un’al-
gebra di Poisson su A: cio significa dare delle condizioni affinché sia verificata
Iidentita di Jacobi

{{a’7 b}7 C} = {a’v {b7 C}} - {b7 {a’v C}}
che, riscritta usando la definizione, fornisce

pd{a, b} = [pda, pdb]

Proposizione 5.1 Dare una struttura di Poisson su un’algebra associativa
(A, ) equivale a dare un modulo differenziale di derivazioni su A tale che la
mappa po d: A — D sia un morfismo antisimmetrico dall’algebra (A,{})
all’algebra di Lie (Der(A),[,]).

Dire antisimmetrico nell’enunciato precedente significa richiedere

u(da)(b) + p(db)(a) = 0

Anche il modulo dei differenziali di Kéhler eredita una struttura algebrica
che linearizza quella indotta su A che possiamo definire come

{adb, cdd} = a(d{b,d})c + a{b,c}dd + {a,d}(db)c
ed estendere per linearita a tutto §24: in particolare

{da,db} = d{a, b}
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Proposizione 5.2 (Q4,{}) ¢ un’algebra di Lie se e solo se lo é (A, {}).

Quindi nel caso di un’algebra di Poisson anche €24 e un’algebra di Lie;
inoltre, in questo caso, il morfismo di moduli differenziali p : Q4 — Hy €
anche un morfismo di algebre di Lie:

Proposizione 5.3 p{a, 5} = [pa, pp]

DiMOSTRAZIONE: Dato che I’ A-modulo €24 e generato dai differenziali esatti
ci basta mostrare l'identita per w; = adb e wy = cde: per questo usiamo le
proprieta delle parentesi { } fra 1-forme e la A-linearita di pu:

p{add, cde} =pc{adb,de} + p(p(adb), dc)de
= cua{db,de} — cu{pde, da)db + (u(adb), dc) X,
= acXpey — cle,a} Xy + a{b, c} X,
= ac[Xp, X] + a(Xpe) X — c(Xea) X,
= aXp(cX.) — cXc(aXyp) = [aXy, cX,]
= [u(adb), p(cde)]
QED

Consideriamo ora il caso D = Der A: la proprieta universale dei differen-
ziali di Kéhler afferma che

Der(A) = hom4(Q4, A)

col che possiamo identificare X(D) con {24 rispetto alle parentesi di Lie appena
introdotte.

La coomologia del modulo differenziale D, cioe, per il teorema 4.12, la
coomologia dell’algebra di Lie €24 a coefficienti nella rappresentazione A, e
esattamente la coomologia di Poisson cosi come fu introdotta da Lichnerowicz
nel 1977; scriviamone esplicitamente il differenziale

p
<5P, Wo VARRTAN wp) = Z(—l)’,u(w,)dlp(wl VANRIERWA Wi—1 AN Wi+1 VANREIEWAY wp)+
1=0
0-p
+ Z(—l)”jip[wi,wj] N ANwiog N Wit1 VAR
1<j

-~-/\wj,1/\wj+1/\~-~/\wp

Possiamo estendere il morfismo di moduli p : 24 — Der A in grado qualsiasi,
tenendo conto del segno, come

(i A Awg) = (=D Fpwr AL A g,

(cosi che {f,g} = (pdf,dg) = —{g, f}). Usando questa definizione si potreb-
be, con un calcolo irriferibile, dimostrare il
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Lemma 5.4 dopu+puod=0

Per il lemma, il morfismo di moduli ¢ induce un morfismo di complessi di
cocatene, e quindi una mappa

Hyr(A) — H,(A)
dall’algebra di coomologia di de Rham all’algebra di coomologia di Poisson

di A.

Identifichiamo i primi tre gruppi di coomologia di un’algebra di Poisson:

Teorema 5.5 Se A ¢ un’algebra di Poisson allora
(1) HY(A) = Cas A.
(2) HY(A) = Can A/ Ham A.
DIMOSTRAZIONE: Per la (0) si tratta di osservare che Der(A)° = A e che
lessere a € Der(A)? un cociclo significa significa che da = 0 cio¢ che X, = 0
e quindi, per ogni b € A: {a,b} = 0. Dunque H2(A) = Z°(A) = Cas A.
Per la (1) basta notare che un 1-cociclo € un elemento X di Der A tale che
0X =0, cioe, per ogni a € a:
0= (6X,da Adb) = u(da,dX (b)) — p(db,dX (a)) — (X, {da,db})
= {X<a’)7 b} + {CL, X<b>} o X{CL, b}
Quindi gli 1-cocicli sono i campi canonici; gli 1-cobordi sono invece gli elementi
di Der A della forma da = X, per qualche a € A, cioe i campi hamiltoniani,
e quindi H}(A) = Can A/ Ham A.
QED

Possiamo dare una interpretazione anche per H2(A) che, almeno in questa
formulazione algebrica, non sembra essere presente in letteratura?.

Definizione 5.6 Una deformazione di un’algebra di Poisson A é una sequen-
za esatta di K-spazi vettoriali

0—A-S5E 250, —0

ove E ¢ una K-algebra di Poisson, p un morfismo di K-algebre di Lie e i un
morfismo di K-algebre associative, tali che

i{p(e), b} = [e,i(b)]

2Nel caso A = C°°(M) esistono dei calcoli particolari, dovuti a Lu, Ginzburg e Nakha-
nishi che presentano H2(A) in modo concreto come spazio di deformazioni del tensore di
Poisson.
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Due deformazioni si dicono equivalenti se esiste un morfismo di K-algebre di
Lie h : E — E' in modo che il diagramma

sia commutativo

Il motivo della terminologia si puo spiegare come segue: consideriamo il
tensore di Poisson 7 : Q4AQ4 — A (definito come m(daAdb) = (u(da), dc))
e supponiamo che

0—A-SFEL250,—0

sia una deformazione di A: allora possiamo comporre 7 con p e ottenere il
tensore

T(e1, e2) = w(p(e1), plez))

su E: questa struttura di Lie e la deformazione del tensore di Poisson associata
a . Ad esempio, il tensore di Poisson stesso definisce una tale deformazione
(banale) su Q4 con i = 0 e p l'identita; la deformazione corrispondente a
p =0 e i lidentita (con £ = A) ¢ quella nulla, che deforma cioe la struttura
di Poisson in una identicamente nulla.

Teorema 5.7 HZ2(A) ¢ il modulo delle deformazioni delle strutture di Pois-
son su A modulo equivalenza.

La dimostrazione & classica, e ripete ad esempio quella data in [2, §XTV-5]
per le estensioni di algebre di Lie (cfr. pure [5, §1.4]).

Negli esempi principali di algebre di Poisson che abbiamo introdotto (le
algebre delle varieta simplettiche e dei duali delle algebre di Lie) la coomologia
di Poisson coincide con oggetti ben noti:

Teorema (LICHNEROWICZ) 5.8 La coomologia di Poisson dell’algebra A =
C>(S) ove S é una varieta simplettica coincide con la coomologia di de Rham
della varieta.

Questo segue immediatamente dall’essere 'isomorfismo y un isomorfismo dei
rispettivi complessi di coomologia (cfr. [11] per una dimostrazione diretta).
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Teorema (GINZBURG-LU-WEINSTEIN) 5.9 La coomologia di Poisson del-
Ualgebra A = C*°(g*) della varieta di Poisson lineare duale di un’algebra
di Lie coincide con la coomologia dell’algebra di Lie g a coefficienti nella
rappresentazione A.

Si tratta di un risultato noto che non ridimostreremo qui (cfr. [7]).

A titolo di esempio della difficolta del calcolo della coomologia di Poisson
in generale, anche per la mancanza di reali strumenti computazionali (ad
esempio questa coomologia, malgrado il nome, non & funtoriale!), diamo la
coomologia di alcune strutture di Poisson quadratiche nel piano, determinate
da V. Ginzburg [6] e N. Nakanishi [13]: ad esempio la struttura di Poisson R

2 o (Of O af o
{f.9}(,y) = (@ *“(a—ia—i—a—%)

ha i seguenti gruppi di coomologia di Poisson:
HIRG) =R e H(R)=R* e H(R;) =R’
ove i generatori in grado uno sono

o0 0,0
x@y y@:c ¢ xax y&y

e i generatori in grado due sono

o 0

0
o g 2 9
ax/\ﬁy e (x4 y°)

R /\ I
or Oy
Invece, per la struttura di Poisson ]RZ

ofdg 9f 9y
Lay=v' 55— 57,
Jx 0y Oy ox
il primo gruppo di coomologia ¢ di dimensione infinita, come pure il secondo,
che ¢ isomorfo a C*(R) (cfr. [13]).
In ambedue i casi la dimostrazione ¢ non banale (ancora mentre Vai-
=

sman scriveva il suo libro [15] non era chiaro quali fossero questi gruppi di
coomologia).

Concludiamo introducendo un’altra nozione omologica sulle varieta di
Poisson, vale a dire 'omologia di Poisson (cfr. [10], [1], [8], [15, §5]). Per
introdurla consideriamo 1'operatore A : Q% — Q""" definito come

Aw = iy, d] = idw — dijw
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Si tratta di un operatore differenziale di ordine minore di due. Inoltre
Ad +dA =i,d* — di,d + di,d — d’i, =0
Possiamo dare anche per questo operatore una espressione differenziale:

A(apday A -+ Aday,) =
= Z<_1>i+l{a07 ai}dal A A dai,l N da/l'Jrl VANIEEAN dan
=1

1--n
+ Z(—l)”jaod{ai, CL]'} A da1 N A dai,l N da/l'Jrl VAN
1<j
-~-/\daj,1/\daj+1/\-~-/\dan

per mezzo di un calcolo che di nuovo non vogliamo infliggere al lettore.

DIMOSTRAZIONE: Applichiamo la definizione e le proprieta del simbolo di
sommatoria:

A(aodal VANCIRIVAN dan) =
— iﬂ-(dao A da1 A--- A dan) — diﬂ(aodal A--- A dan)

0---m
= Z(—l)iﬂﬂw(dai AN daj)dao VANREIRWAN dai_l N dai+1 VAR
1<j
---/\daj_lAdaj+1/\---Adan
1--n
—d Z(-l)i—’—j—’—lao’ﬂ'(dai A daj)dal VANRRRIA dai,l A da/l'Jrl AR
1<J
---/\daj_lAdaj+1/\---Adan
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0---m
= Z(—l)iJerrlﬂ'(dai A daj)dao VAYRRRIVAY dCLZ',1 A da/l'Jrl VAR
1<j
---/\daj_lAdaj+1/\---Adan
1-n
— Z(—l)iJerrl’ﬂ'(dCLi A daj)dao N dCLl N A dai,l N daiH VANEIEE
1<j
~-~/\daj,1/\daj+1/\-~-/\dan
1.-n
— Z(—l)iJerrlCL()d’ﬂ'(dCLi VAN dCL]’) A da1 A A dai,l VAN dCLZ'Jrl VAN
1<j

~-~/\daj,1/\daj+1/\-~-/\dan
= Z(—l)jJrl’ﬂ'(dCL(] A daj)dao VANRERIVAY dCLZ',1 VAN dCLZ'+1 VAR
j=1

~-~/\daj,1/\daj+1/\-~-/\dan
1.-n
— Z(—l)”jﬂaodﬂ(dai N daj) AN d(ll VAREIRWAN dai_l N dai+1 AR
1<)
~-~/\daj,1/\daj+1/\-~-/\dan

Tenendo conto del fatto che w(da A db) = {a, b} si ha la tesi.
QED

Corollario 5.10 A(adb) = {a,b}.

Ora ¢ facile verificare che A? = 0: si tratta di un calcolo formale del tutto
simile a quello per il differenziale esterno (cfr. [15, §4.2]). Abbiamo quindi
una mappa di bordo che chiamiamo differenziale di Koszul, che da luogo ad
un complesso di catene

st Ot QL — A0

la cui omologia e 1’omologia di Poisson dell’algebra A, e i cui gruppi si
denotano con H[(A).

In generale questa omologia non e la duale della coomologia di Poisson,
anche se esiste un legame: il calcolo € proibitivo quanto per la coomologia;
comunque, come ci si aspetta (cfr. [1]):

Teorema (BRYLINSKI) 5.11 Se S ¢é una varieta simplettica allora l’omologia
di Poisson dell’algebra A = C*(S) e isomorfa all’omologia di de Rham.
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Anche nel caso della varieta di Lie—Poisson vale un risultato analogo a
quello della coomologia (cfr. [10]):

Teorema (KoszuL) 5.12 Se g* ¢ una varieta di Lie—Poisson allora la sua
omologia di Poisson e l'omologia dell’algebra di Lie g a coefficienti nella
rappresentazione A = C*(g*).

Come esempio diamo qualche calcolo relativo al caso del piano simpletti-
co con una singolarita nell’origine R3: cominciamo con il secondo gruppo di
omologia, e consideriamo una 2-forma

per la quale si ha
Aw = irdw — dizw = —d(f(2,y)(2” + y?))

Dunque l'essere un ciclo equivale a

C

f(wa?/):m

con ¢ € R (per z,y) # (0,0); ovviamente una tale funzione si estende in
modo continuo su tutto R? solo se ¢ = 0, quindi lo spazio dei 2-cicli di
Poisson ¢ nullo, col che HE (R2) = 0: in particolare non coincide né con Hy(IR?)
(omologia di de Rham).
In grado zero abbiamo
C>(R?) C>(R?)

B R = o n ~ (@ /v F | f € Co®)]

Infatti
A(adz + bdy) = {a,z} + {b,y} = (2° + y*) (9.b — O,a)
Si noti che questo spazio di omologia non e nullo: infatti la funzione
f(xy) = (x —y)va? +y?

non puo in alcun modo appartenere allo spazio che figura a denominatore:
dovremmo infatti, in quel caso, avere

(9, — Bya) = ——b
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il che, in tutto il piano (compresa l'origine), & impossibile.
Lo spazio HT e, per definizione, il quoziente

{we|dw=0}

HI ) = A (Faw Ay}

Infatti abbiamo gia calcolato A(adx + bdy), e il suo annullarsi equivale al-
Iannullarsi di d,a — 9,b, cioe di dw = d(adz +bdy); il denominatore coincide
con C*(R?), dato che

A(fdz Ady) = —d(f{z,y}) = —d(f(=* + 7))

e la mappa « : C*(R?) — BT(R2) definita come
a(f) = —d(f(=* +y*))
e iniettiva, avendosi
(e ) =0 = f =0

(come abbiamo gia notato nel calcolo di HJ(R?)) ed & suriettiva in modo
ovvio.

6 Coomologia differenziale a coefficienti in un
modulo

Vogliamo ora estendere la coomologia di un modulo differenziale in modo da
tener conto dell’azione dell’algebra su un ulteriore modulo, come avviene nel
caso della coomologia di Hochschild.

Consideriamo un’algebra associativa e commutativa A, ed un modulo E

su A.

Definizione 6.1 Se (D,d) é un A-modulo differenziale, una D-connessione
in un A-modulo E ¢ un operatore K-lineare V : E — E ®4 D che soddisfi
alla identita di Leibniz

V(ae) =aVe+e® da

pera € Aedeé€ E.
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Ovviamente la connessione avra, in generale, valori nel modulo F ® D e
sara non solo K-lineare, ma ker d-lineare, dato che, se z € ker § allora

V(zs) = 2Vs+s®dz = zVs

Si noti inoltre che, nel caso D = Q4 del modulo dei differenziali ritroviamo il
classico concetto di connessione: chiameremo le €2 4-connessioni semplicemente
connessioni nel modulo E; ovviamente in questo caso As = A.

Per la proprieta universale dei differenziali, ogni connessione V da luogo ad
una D-connessione V per ogni modulo differenziale (D, ) semplicemente per
composizione: se V : E — E®Q allora V= (I ®p)V € una D-connessione
in £ ove [ : E — F ¢ la mappa identica.

Proposizione 6.2 L’insieme delle D-connessiont su un modulo E é uno
spazio affine sul campo K.

DIMOSTRAZIONE: Se V e V'’ sono D-connessioni in F allora
(V—=V')(ae) =aVe+e® da—aV'e — e ® da = a(V — V') (e)

Questo vuol dire che la differenza di connessioni € un endomorfismo del fibrato
E e quindi lo spazio delle connessioni e uno spazio affine il cui spazio vettoriale
tangente in ciascun punto ¢ End(FE).

QED

Consideriamo l'algebra As = A ® ker § ottenuta da A per cambiamento
dell’anello degli scalari da K a ker §: un A-modulo F ¢ ovviamente anche un
As-modulo rispetto all’azione (a ® ¢) - e = (ac) - e; possiamo allora formulare
il seguente

Esempio 6.3 Un modulo libero finitamente generato E = A} possiede sem-
pre una D-connessione: se (e, - - ,e,) € una As-base di F, allora, per a € Ag,
definiamo

V(ae;) = e; ® da

Estendendo per additivita si ottiene ovviamente una [D-connessione.

Possiamo agevolmente generalizzare questo esempio al caso di un modulo
proiettivo (finitamente generato) sull’algebra As: un modo semplice e ricor-
dare che un modulo proiettivo e addendo diretto di un modulo libero. Quindi
se E ¢ proiettivo abbiamo che ' @ F' = Aj, sicché possiamo costruire una
connessione V in A}. Allora consideriamo la composizione

E-5Ar L AareE EeD
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ove ¢ ¢ 'immersione dell’addendo diretto £/ in A e [ : E — E & la mappa
identica. Ovviamente si tratta di una connessione, che si dice connessione di
Levi-Civita, per 'ovvia analogia che esiste con la ben nota costruzione della
Geometria Riemanniana.

Dunque ogni modulo proiettivo (finitamente generato) possiede una D-
connessione naturalmente definita in termini della derivazione § € Der(A, D).

Teorema 6.4 Un modulo E possiede una D-connessione se e solo se E é
As-proiettivo.

DIMOSTRAZIONE: Sappiamo gia che un modulo proiettivo ammette una D-
connessione. Viceversa, se V : /' — E ® D ¢ una connessione, dimostriamo
che esiste una sezione Ags-lineare al morfismo m : F ® A; — E dato dalla
moltiplicazione (m(a ® c,e) = (ac)e), il che equivale alla proiettivita di E:
consideriamo la successione

0— E®4, D25 As Qs E 5 E —3 0
ove abbiamo posto
Ale®da)=1Ra—a®e
Questa successione di K-spazi vettoriali non solo e esatta, come e ovvio veri-
ficare ma si spezza per tramite della mappa u : E — As ® E' di immersione
u(e) = 1 ® e. Ora data V possiamo associarle una sezione 0 : £ — A® E
per mezzo della
ole)=1®e+ A(Ve)
Si tratta di una mappa ben definita che e As-lineare dato che
o(ae) =1 ®ae — A(aVe) — Ale ® da)
=1®ae—A(aVe) —1Rae+a®e
=a®e—alA(Ve) =ao(e)
Abbiamo cioe¢ mostrato 'esistenza di una sezione alla moltiplicazione m :

As ® E — FE. il che ¢ possibile solo se ' ¢ As-proiettivo.
QED

Ora consideriamo il concetto di curvatura: in primo luogo notiamo che
una D-connessione induce una famiglia di operatori

V:EQN'D—E N D
semplicemente ponendo
V(s®@P)=Vs® P+ (-1)*"s@ P

ove conveniamo che A\°D = A e A" D = A" D sono le potenze esterne del
modulo D.
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Definizione 6.5 Data una D-connessione V, la sua curvatura Ry : F —
E® /\2 D é definita come Ry = VoV. Se Ry =0, la D-connessione si dice
piatta.

Se osserviamo che, pera € Aee € E:
Ry(ae) = V(aVe + e ® 6a) = aRye — Ve ® da + Ve ® da — e ® %a = aRye

possiamo concluderne che

Proposizione 6.6 La curvatura ¢ A-lineare

Notiamo che una D-connessione su F induce una D-connessione V :
End(E) — End(F) ® D su End E nel modo seguente: se p : E — E ¢
A-lineare

Vo=[V,g]=Vop—ypoV
In effetti si tratta di un operatore K-lineare tale che
V(ap) = V(ap) — apV = aVp + ¢ @ da — apV = aVy + ¢ ® da
Il seguente facile calcolo:
VRy = |[V,Ry] = VRy — RyV = VV? - V?V = (

conduce al

Teorema (IDENTITA DI BIANCHI) 6.7 [V, Ry| =0

Dato che una D-connessione ha luogo solo in un modulo proiettivo, e dato
che la localizzazione di un modulo proiettivo ¢ un modulo libero, possiamo
scrivere, anche in questo contesto algebrico, una connessione in “coordinate,
nel modo seguente: se E ¢ un modulo As-libero (e.g. E = A?) allora una
D-connessione £ — EF ®4 D & determinata da una matrice a coeflicienti in
D, i.e. da un elemento V € Enda(E) ® D. Se

E:61A5@'-'@6n145

allora

VGZ‘ = Zej ®1—‘ﬂ

J

La matrice I' = ((I';;)) determina la connessione: se e € E si scrive rispetto
alla base (e;) come (gli a; saranno della forma f; ® ¢; ove f; € A e ¢; € kerd)

e=aie; + -+ ane,
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allora

Ve = Z aiVei + Z e & 5ai = Z e X <5al + Z aif‘ﬂ)
i i i J
Cioe la matrice I' non si comporta come un tensore, se non a meno di
differenziali esatti.

L’esempio precedente si estende facilmente al caso di un modulo As-
proiettivo, utilizzando, ad esempio, il fatto che la localizzazione di ogni tale
modulo da luogo ad un modulo As-libero, o pit semplicemente il fatto che un
modulo proiettivo e addendo diretto di un modulo libero.

Utilizzando le notazioni precedenti si trova in particolare che

VQGZ_:Zvej/\rji_z:ej@adl“ji:Zek®ijAFj,~—Zej®5Fﬁ
J J Jik J

dunque

Teorema (EQUAZIONE DI STRUTTURA) 6.8 Se E é un As-modulo proietti-
vo e V una D-connessione in E allora

Ry=TATl—-6T

ove ' AT ¢& il prodotto di matrici (rispetto al prodotto N) nel modulo D e

Esiste, nel caso D = 4, un algoritmo canonico per produrre connes-
sioni, basato sulla considerazione di derivate covarianti, che ammette una
generalizzazione nel nostro caso.

Definizione 6.9 Se E ¢ un A-modulo, una D-derivata covariante in E é un
operatore K-lineare D : X(D) — Endg(E) tale che, se X € X(D), a € A e
ec k'

Dx(ae) = aDxe + ix(da)e

e A-lineare nella variabile X: D,x = aDx.

Nel caso D = ()4 ritroviamo ovviamente il concetto usuale di derivata
covariante. Se D & una D-derivata covariante in E allora possiamo associarle
una D-connessione V determinata dalla

ixVe =Dxe
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Che V cosl definita sia una connessione ¢ ovvio:
ixV(ae) = Dx(ae) = aDxe+ix(da)e = aixVe+ X(a)e = aVxe+ixda®e

Questa corrispondenza fra derivate covarianti e connessioni ¢ biunivoca, dato
che la contrazione fra X(D) e D ¢ non degenere.

Possiamo interpretare D come un operatore nello spazio A ,(X(D), E),
formato dalle mappe A-multilineari alternanti da X(D) in FE, tale che, se
0:X(D)* — E:

k
(De)(Xo, -+, Xp) = > (=)' Dy, (¢(Xo, -+, Ximy, Xig, -+ Xp))+
=0
0---k
—+ Z(_l)ZJFJSO([XZHXj]vX(% T 7Xi717 XZ'+17 e 7Xj*17Xj+17 e 7Xk)
1<J

(X(D) e un’algebra di Lie.) Osserviamo tuttavia che in generale questa mappa
D non definisce un differenziale nel complesso A ,(X(D), E): infatti lo ¢ se e
solo se la curvatura della connessione associata a D & nulla.

Teorema 6.10 La curvatura Ry di una connessione V definisce una mappa
K-bilineare Rp : X(D) x X(D) — Endg(F) come

Rp(X,Y) = ixiy Ry
che soddisfa alla
Rp(X,Y) =DxDy — DyDx — Dxy

DIMOSTRAZIONE: Ovviamente la Rp definita come nell’enunciato e K-bilineare;
I'identita dell’enunciato equivale all’equazione di struttura.

DxDye;—DyDxe; — Dixyje; = ixViyVe; — iy VixVe; —ix y)Ve;
=ixV(e; ®@iylyi) —iyV (e; ® ix[yi) — €5 @ ix vy
= e, ® (ixThjivTi — iy Tix i)
+e; ® (iXiYPji —iyixIl'y; — i[XvY]Pji)
= ixiyer ® [Ty + ixiye; @ dUy;
=ixiy (Ve; @ I';; + €;dl'j;)
= ixiy Ve,
= Rp(X,Y)e;

(ove abbiamo usato la convenzione di Einstein sugli indici j e k.)
QED
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Una derivata covariante la cui curvatura sia identicamente nulla (cioe cor-
rispondente ad una connessione piatta) consente di identificare il complesso
(AL(X(D), E),D) col complesso di Chevalley-Eilenberg per I'algebra di Lie
X(D) a coefficienti nel modulo E: in particolare possiamo dire che un mo-
dulo dotato di una D-connessione piatta induce una coomologia Hy (A, E)
che coincide con la coomologia dell’algebra di Lie X(D) a coefficienti nella
rappresentazione F.

7 Coomologia simplettica di un’algebra di Pois-
son

Consideriamo il modulo differenziale D = H 4 su un’algebra di Poisson: allora
X(D) = Ha, dato che il nucleo del differenziale ¢ ker X = Cas A, e se ¢ €
Cas A:

X(c)=0 <= X €HamA

Dunque una H 4-derivata covariante e un operatore D : Hy x F — E tale
che
Dy, (be) = bDx, e+ {a,b}e

Notiamo che in questo caso la contrazione € un operatore i: Hy X Hy — A
tale che

iox, bXy = abiy, X; = ab{h, k}

Definizione 7.1 Un modulo di Poisson su wun’algebra di Poisson A ¢ una
coppia (M, ) ove M ¢é un A-modulo sull’algebra associativa (A,-) e XA : A X
M — M ¢é una funzione tale che

A{a,b},m) = Aa, A(b,m)) — A(b, \(a,m))
Aa,bm) = bA\(a,m) + {a,b}m

Esempio 7.2 A e A’ sono moduli di Poisson rispetto alle azioni aggiunta e
coaggiunta

a-a=ab e Aa, b) = {a,b}
(a-9)(b) =¢plab) e Ma,¢)(b) = ¢({a,b})

sea,be Aepe A

Piu sinteticamente scriviamo {a, m} = A(a, m).
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Esempio 7.3 Lo spazio Endg(A) delle applicazioni K-lineari di A in se stesso
e un modulo di Poisson rispetto alle due azioni:

(aL)(0) =aL(b) e  {a,L}Y(b) ={a, L(b)}
(aL)(b) = L(ab) e {a,L}"(b) = L{a, b}
ove a,b € A e L € Endg(A). Se consideriamo la differenza
{a,L} ={a,L} —{a, L}"
otteniamo ancora una struttura di modulo di Poisson, rispetto all’azione

aggiunta associativa di A su M.

Esempio 7.4 Il modulo Der(A) delle derivazioni dell’algebra associativa (A, -)
¢ un modulo di Poisson su A rispetto alla struttura {} di modulo di Poisson
su Endg(A); sea € A e X € Der(A) allora

{a, X} = [Xo, X]

Esempio 7.5 Il modulo H 4 generato dai campi hamiltoniani e un sotto-
modulo di Poisson di Der(A) rispetto alla struttura appena descritta.

Esempio 7.6 Il modulo (24 dei differenziali di Kahler dell’algebra associativa
(A,-) ¢ un modulo di Poisson su A rispetto alla struttura

{a,w} = dix,w + ix,dw
ed all’azione aggiunta di A su 4.

La struttura di modulo di Poisson su 24 induce la struttura di algebra di
Lie su €24 che abbiamo gia incontrato nel §5, ponendo

ladb, w| = a{b,w} + iy, wdb

Una notevole classe di moduli di Poisson ¢ indotta da rappresentazioni
dell’algebra dei differenziali:

Definizione 7.7 Una rappresentazione di un’algebra di Poisson A é una rap-
presentazione E dell’algebra di Lie Q4 che sia anche un modulo sull’algebra
associativa A, in modo che

[w, ae] = a{w, e} — ix, we

per ogni w € N4, a € A ee € E, ove |w,e] denota l'azione dell’algebra di Lie
Oy su F.
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Se F e una rappresentazione di un’algebra di Poisson A, ponendo
{a,e} = [da, €]
otteniamo un’azione dell’algebra di Lie A on E:
{{a, b}, e} = [d{a,b}, €] = [{da,db}, e] = [da, [db, e]] — [db, [da, €]]
= {a,{b,e}} = {b,{a,e}}
che rende E un modulo di Poisson:
{a,be} = [da,be] = blda, e] — {b,a}te = bla,e} + {a,b}e
Abbiamo cosi una mappa
d : {Rappresentazioni} — {Moduli di Poisson}

che, in generale, non ¢ suriettiva.

Esempio 7.8 Lo spazio vettoriale A* duale di A non é una rappresentazione
rispetto all’azione coaggiunta, che é invece di Poisson:

[w, ] = ¢ o uw

Le rappresentazioni di un’algebra di Poisson formano, ovviamente, una
categoria, i cui morfismo sono gli operatori lineari

f:E—F

fra rappresentazioni che siano tanto A-lineari quanto morfismo di rappresen-
tazioni dell’algebra di Lie Q4:

flae) =af(e) e flwel=[w, fle)]

Con questa definizione, la mappa d diviene un funtore covariante: infatti se
f+ E — F e un morfismo di rappresentazioni, allora induce un morfismo di
moduli, dato che

Ha,e} = flda,e] = [da, f(e)] = {a, f(e)}

Se E ¢ una rappresentazione dell’algebra di Poisson A, allora possiamo de-
finire una coomologia H?(A, E) ed una omologia H] (A, E) di A a coefficienti
in E, come la coomologia ed omologia dell’algebra di Lie €24 a coefficienti
nella rappresentazione E. Ovviamente, se £ = A rispetto all’azione aggiunta

[w, a] = p(a)
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otteniamo le usuali coomologie ed omologie di Lichnerowicz and Koszul (cf. [15,

§5]).
Le proprieta funtoriali di questa coomologia ed omologia sono quelle solite:
se f: A — B & un morfismo di algebre di Poisson allora induce un morfismo

Qf : Q4 —> Qp definito come

2f (adb) = f(a)df(b)
e tale che
Qf{add,cde} = Qf(acd{b,e} + a{b,c}de — c{e,a}db)
= flac)df{b,e} + f(afb, c})df(e) — f(c{e, a})df (D)
= fla)f(c ){df( ),df(e)} + f(a){f(b), f(c)}df(e)
f(e){f(e), f(a)}df(b)
(){f( )df(b),df(e)} + fla){f(b), f(c)}df(e)
—{f() f(0), fle)df(e)}
= {Qf(adb),2f (cde)}
Dunque, se E ¢ una rappresentazione di B allora il morfismo di algebre di

Poisson f: A — B induce una rappresentazione f*FE di A che come spazio
vettoriale e lo stesso, solo dotato dell’azione

CL'€If<CL)'€ € [w,e]:[Qf(w),e]
Questo morfismo a sua volta ne induce uno di algebre
HI(A, ['E) — HI(B,E) e  H(B,E) — HX(A [°E)

Comunque, nel caso geometrico, questa non e la funtorialita “giusta”:
infatti se A = C*°(M) e B = C*(N) sono le algebre di Poisson di due varieta
di Poisson M and N, una mappa di Poisson F' : M — N non definisce un
morfismo di rappresentazioni di Poisson: infatti A € una rappresentazione di
QY(M) e B ¢ una rappresentazione di Q!'(N), ma non & vero che F*B = A;
questo spiega la non funtorialita della coomologia di Poisson definita sulle
varieta.

Esempio 7.9 Der A é una rappresentazione di Poisson come
[w, X] = [pw, X]
Infatti
{wr, wo}, X] = [p{wr, wo}, X] = [[pws, pws], X]

= [:uwh [MMQ,XH - [:uw% [:uthH
= [wla [wZaXH - [wZa [wlaXH
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L’identita di Leibniz ¢ ovvia (rammentiamo che m ¢ il tensore di Poisson

definito come 7(da A db) = (uda, dd)):

(w, aX] = [pw, aX] = alpw, X] + 7(w A da) X = afw, X] — ix,wX
Esempio 7.10 Q4 é pure una rappresentazione di Poisson espressa mediante
la derivata di Lie (che avevamo definito in generale sui moduli differenziali)

a-w=aw e [wi, wa]” = {wr,ws}
Infatti [}’ sono parentesi di Lie, e

(w1, aws] = {w1, aws} = a{wr, wa} + m(w1 A da)ws = a{wy, ws} — Xqwiwo
Esempio 7.11 (C’¢ un’altra rappresentazione di Poisson interessante su §24:

"
[wla WQ] - Euw1w2
Dato che Ly, jws] = [Low» L) questa é una azione di Lie, che é anche di
Poisson avendosi
" " n
(w1, aws]” = L, aws = m(wyi A da)ws + alwy, we]” = alwy, wa)]” — Xawiws

Tutti questi esempi soddisfano alla seguente

Definizione 7.12 Una rappresentazione regolare F di un’algebra di Poisson
¢ una rappresentazione tale che, per ogni ¢ € Cas A e per ogni e € E si abbia

[de, e] = 0.

Ovviamente Der A & regolare, dato che ude = X. = 0, e Q4 € regolare (sia
rispetto a [|’ che a []”) dato che

{de,w} = Lx,w—duw(c) —dn(dc Aw) = —dr(w Adc) +dr(wAde) =0

Ovviamente questi esempi corrispondono alle strutture di Poisson gia note
su Der A e su Q4
[da, X| = [X,, X] = {a, X}

mentre sia []’ che []” danno luogo alla medesima struttura:
da,w] = {da,w} = Lx,w—L,,da—dr(daAw) = {a,w} = [da,w]” = Lx,w
Se F e una rappresentazione di A allora possiamo definire
(X, e] = [w, €]

ove puw = X, usando l'azione di 24 su F.
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Se E e una rappresentazione regolare allora questa definizione ha senso:
infatti dalla pw; = puws = X segue che wy = wy + @, ove € ker u, sicché

[WQ,G] = [wlae] + [9076] = [wlae]

dato che, per una rappresentazione regolare, [dec, e] = 0 (poiché ¢ € Cas A, e
questa sottoalgebra genera il modulo ker p).
Quindi una rappresentazione regolare induce una rappresentazione dell’al-

gebra di Lie H4 su E:

[[leXQ]ve] = [[Nwlaluwﬂve] = [M{w17w2}7€] = levw?}ve]
= [wla [va 6“ - [va [whe“ = [le [XQv 6“ - [XQv [Xlae]]

L’identita di Leibniz pure e verificata

(X, ae] = [uw, ae] = [w, ae] = alw, €] —ix,we = a[ X, e] + T(w A a)e
= a[X,e] +1i,,dae =a[X, e] + (Xa)e

Proposizione 7.13 Se E ¢é una rappresentazione dell’algebra di Lie H 4 che
soddisfa 'identita di Leibniz

(X, ae] = a[X,e] + (Xa)e

ed ¢ anche un A-modulo, allora E ¢ indotta da una rappresentazione regolare

di A.
DiMOSTRAZIONE: Nulla di piu naturale che definire, per w € Q4 ed e € E

[wa 6] = [:uwa 6]

col che otteniamo, a conti fatti, una rappresentazione dell’algebra di Lie 24,
che soddisfa 'identita di Leibniz; la sua regolarita segue dalla

[de, e] = [pde,e] = [X.,e] =0

QED

In altri termini: le rappresentazioni regolari possono pensarsi come oggetti
definiti su H 4.

Esempio 7.14 La rappresentazione Der A, che é regolare, da luogo alla rap-
presentazione aggiunta dell’algebra di Lie H 4, cioé I'azione di Lie é esatta-
mente il commutatore di una derivazione in H 4 con una arbitraria.
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Esempio 7.15 Se E = Q4 e la rappresentazione é definita come [wy, wsy| =
{w1,ws} otteniamo

(X, w] = Lxw— EW,LFlX —dixw = Lxw — Ew/le —dixw
= iydw — diuw,ule — iuwd,LFlX

mentre, se la rappresentazione e definita come [wy, ws| = L, wo troviamo che
(X, w] = Lxw

Sia ora F una rappresentazione regolare di A e consideriamo il complesso
C™(Ha, E) = homg(H', E) equipaggiato della mappa di cobordo

k
dP(Xo, -, Xp) = > (=1)[Xs, P(Xo, -+, Xy, -, Xp)]+

1=0

0---k
+Z(_1)Z+jp([Xlan]aX07 7Xi7"' 7Xj7"' 7X/€)

i<j

La coomologia H(H 4, F') di questo complesso, che chiameremo coomologia
simplettica, ¢ legata alle parentesi di Poisson su A; ovviamente la mappa
Q24 — H 4 induce una mappa in coomologia

pr H(Ha F) — Hy(AE)

Se la struttura di Poisson e simplettica allora p ¢ un isomorfismo e quindi,
a fortiori, anche p* lo &; se la struttura di Poisson ¢ nulla allora H.(A, E)
coincide con lo spazio delle cocatene, mentre H"(H 4, E) = 0 se n > 0; cioe
la coomologia simplettica ¢ meno precisa della coomologia di Poisson, ma piu
semplice da calcolare.

Ovviamente per ogni A-modulo differenziale (D, ) che sia anche un’alge-
bra di Lie e per ogni A-modulo di Poisson E possiamo effettuare una simile
costruzione: in particolare possiamo considerare il caso D = H 4, nel quale il
differenziale ¢ X : A — Ham(A) esteso come

X (aX () = X (a) A X ()

e la contrazione ¢ una mappa i: Ham A x H4 — A che consente di definire
un cobordo

n

bXO/\---/\XnX(P) = Z(_l)lin on/\j(\l/\XnP+Z(_1)Z+]i[X1,XJ}/\XQ/\5{:5.(;/\XnP

i=0 i<j
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per P € A\"Ham A e X; = X,,, € Ham A.
Ad esempio

ix, x,X(P)=lix,ix, P —ix,ix, P — ix,, P

(iXaXb = {a, b})

Riassiumiamo la situazione nel diagramma commutativo

Har(A,Qy) H,(A)

| l

HdR<A7 HA) I H7T<HA7 A)

ove Hyr(A, D) denota la coomologia differenziale a coefficienti nel modulo D
e le frecce verticali sono indotte da p: Q4 — Ha.

Piu in generale, se £ ¢ un A-modulo e V : £ — FE ® H4 una Hy-
connessione piatta, gli spazi £ ® A H4 definiscono un complesso la cui coo-
mologia denotiamo con Hy(Ha, E), ed abbiamo un analogo diagramma com-
mutativo

HV(QAaE) HW(E)

| l

HV(HAa E) - HW(HAa E)

Per concludere notiamo che una H 4-connessione piatta induce una strut-
tura di Poisson sul modulo sopra il quale e definita, nel modo seguente.

Una Hs-connessione determina una derivata covariante D : H,y —
Endg(E) tale che
Dx(ae) = aDxe + X(a)e

Supponiamo che I’A-module F sia equipaggiato di una tale connessione: allora
se poniamo
{a,e} :=Dy,e

abbiamo una mappa K-bilineare { } : A x £ — F tale che
{a,be} = Dy, (be) = bDx, e+ X,(b)e = b{a,e} + {a,b}e

Se mostriamo che la struttura { } rende F una rappresentazione dell’algebra di
Lie A abbiamo quindi costruito una struttura di Poisson: ma l’ostruzione a che
cio si verifichi a esattamente rappresentata dalla curvatura della connessione:

R(a'a b)(e) - {av {b7 6}} - {bv {a'a 6}} - {{av b}7 6}
= DXaDXbe — DXbDXae — DX{ayb}e
= [Dx,,Dx,] — Dix, x,) = RBp(Xa, Xp)
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cioe abbiamo una struttura di modulo di Poisson se e solo se la connessione
V ¢ piatta.
Se due H 4-connessioni V e V' determinano la stessa struttura di Poisson
{} su E allora la mappa A-lineare V — V' € End(FE) e tale che, per ogni
a€ A:
bx,(Ve—V'e) =0

sicché, dato che la contrazione i: H4 x Hy — A € non degenere, V = V'.
Abbiamo cioé una mappa iniettiva

{H a-connessioni piatte} — {strutture di Poisson su E'}

che non ¢ in generale suriettiva (basti considerare moduli non proiettivi dotati
di strutture di Poisson, come A*).
La mappa

{H a-connessioni piatte} — {strutture di Poisson su E'}
si fattorizza come
{H a-connessioni piatte} — {rappresentazioni} — {moduli di Poisson}

Infatti una H s-connessione V : E — E ® H 4 determina una rappresenta-
zione di Poisson su E come

[w,e] =D,e
dato che
(w, ae] = Dae = ajw,e] +ida®e =afw,e] —ix,w®e

Di nuovo la mappa che porta una H 4-connessione in una rappresentazione
di Poisson ¢ iniettiva ma non suriettiva.
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