CAPITOLO 8§

SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI

Gli spazi di Hilbert e Banach hanno come esempi principali gli spazi di fun-
zioni sommabili e gli spazi di funzioni continue: tuttavia esiste un’altra classe di
spazi vettoriali molto importanti in Analisi, gli spazi di funzioni differenziabili,
per i quali non ¢ possibile trovare una struttura hilbertiana o di Banach. Per
ovviare a questo inconveniente di solito si considerano sottospazi di questi spazi
che siano di Hilbert, ad esempio nella teoria delle equazioni a derivate parzia-
li si considerano gli spazi di Sobolev. Tuttavia e possibile dare una teoria per
spazi vettoriali topologici non di Banach, i cui esempi sono gli spazi delle fun-
zioni differenziabili: la teoria della dualita di questi spazi conduce al concetto di
distribuzione, che generalizza quello di funzione e di misura.

8.1 Topologie e seminorme

Gli spazi di Hilbert e, piu in generale, gli spazi normati, sono al tempo stesso
spazi vettoriali e spazi topologici, e la loro struttura vettoriale & compatibile con
quella topologica, nel senso che le funzioni di somma fra vettori e moltiplicazione
per uno scalare sono continue; questo suggerisce la seguente definizione:

8.1.1 Definizione Se X ¢ uno spazio vettoriale sul campo fissatdB K e T una
topologia sull’insieme X, la coppia (X, 7T) si dice uno spazio vettoriale topologico
se le applicaziont di addizione e prodotto per uno scalare sono continue.

Una base U, di intorni dell’elemento zero 0 € X gode delle proprieta seguenti

e Uy determina la topologia di X: infatti se ¢ € X, la continuita della somma
implica immediatamente che {z, + U|U € Up} € una base di intorni di zo,
ovvero, la traslazione per un certo vettore di un intorno dello zero fornisce
un intorno del vettore dato.

'Per noi il campo K sara sempre C o R.
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e Ogni intorno dello zero U € Uy e un insieme assorbente, il che significa che
Vee X dkeR\{0} kzxeU

il che segue immediatamente dalla continuita del prodotto per uno scalare.

¢ ovvio che possiamo scegliere una base U, di intorni dello zero di X tale che
ogni suo elemento sia un insieme equilibrato, vale a dire tale che

VUEU VEER |k|<1=kUCU

8.1.2 Definizione Uno spazio vettoriale topologico di dice localmente convesso
se esiste una base Uy di intorni dello zero convessi, cioé tali che

YU elUy Ve, ye X Va,beR, a+b=1=ar+byclU

Una conseguenza immediata di questa definizione e che in uno spazio local-
mente convesso esiste sempre una base di intorni dello zero convessi ed equilibrati.

Finora gli unici esempi che conosciamo di spazi vettoriali topologici sono gli
spazi normati, nei quali la topologia ¢ indotta da una metrica; vedremo fra breve
tuttavia degli esempi di spazi vettoriali topologici non normati: gli spazi delle
funzioni differenziabili.

In generale, se F'(S) € un insieme di funzioni da un insieme qualsiasi S in R
o C munito di somma e prodotto per scalari definiti punto per punto, la stessa
base di intorni rende F'(S) uno spazio localmente convesso.

In generale uno spazio vettoriale topologico non ¢ di Hausdorff (lo sono
certamente gli spazi normati, perché metrizzabili):

8.1.3 Proposizione In ogni spazio vettoriale topologico X esiste un sottospazio
Xy tale che

e Ogni intorno non vuoto di un punto x € X contiene linsieme x + Xj.
e Lo spazio quoziente X /Xy (con la topologia quozient@ ¢ di Hausdorff.

DIMOSTRAZIONE: Definiamo

come intersezione degli intorni (non vuoti!) dello zero; allora X, ¢ ovviamente
(per continuita delle operazioni di somma e prodotto) un sottospazio di X che
verifica la (1).

2Che ovviamente lo rende uno spazio vettoriale topologico.
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Se x,y€ X/ X, deve esistere un intorno U C X/ X dello zero che non contenga

x — y e, per continuita della somma, deve quindi esistere un intorno V' C X/ X

dello zero tale che V —V C U: allora x + V e y + V sono intorni disgiunti che
contengono x e y.

QED

Se la topologia di uno spazio vettoriale topologico ¢ indotta da una distanza
d(x,y), allora possiamo definire la funzione ¢ : X — R come

q(z) :=d(0,x)

osserviamo che in questa situazione lo spazio € certamente separabile (si sfrutta
la densita di Q; in R,).
Un’altra osservazione immediata e che se la funzione ¢ determina la metrica,
cioe se vale la
Ve,ye X d(z,y) =q(z —y)

allora la funzione ¢ e simmetrica, subadditiva e non degenere, cioe verifica le
relazioni

(Q) qr) =q(—2) qz+y) <q@)+qly) qx)=0=1=0

Viceversa, se X & uno spazio vettoriale topologico metrizzabile e ¢ : X — R
una funzione soddisfacente alle relazioni (Q) e tale che d(z,y) = ¢(x —y) per una
distanza che induca la topologia di X allora ¢ si dice quasinorma compatibile per
X.

8.1.4 Definizione Uno spazio vettoriale topologico localmente convesso, metriz-
zabile e completo si dice spazio di Fréchet.

L’esempio principale e quello degli spazi di funzioni differenziabili; le topologie
che vi introdurremo sono definite in termini di seminorme.

Osserviamo che la definizione di seminorma, di funzionale di Minkowski ed il
teorema di Hahn—Banach che abbiamo discusso nel capitolo precedente valgono
per ogni spazio vettoriale reale (o complesso), quindi possiamo darle per uno
spazio vettoriale topologico.

Se § € una famiglia di seminorme in uno spazio vettoriale X, possiamo
considerare la topologia 7 (S) generata dalla sottobase di aperti

Upe(z) ={ye X | plr —y) <e}

al variare di x € X, p€ S e e > 0. Si dice che § € una sl sottobase di seminorme
per X.
Osserviamo che
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8.1.5 Proposizione La topologia T (S) su X ¢é di Hausdorff se e solo se

Vee X VpeS plz)=0=2z2=0

8.1.6 Definizione Se X ¢ uno spazio vettoriale topologico la cui topologia coin-
cida con T (S), l'insieme S si dice base di seminorme per X se

e PerognipeS, NeRT: \peS.
e Per ogni p1,ps €S esiste p €S tale che

Vee X pi(r) < pla) epar) < p(x)

8.1.7 Teorema X ¢ uno spazio vettoriale localmente convesso se e solo se é uno
spazio vettoriale topologico la cui topologia sia definita da una base di seminorme
ed ¢ di Hausdorff. Se S e 8’ sono basi di seminorme per le topologie T e T' su
X allora la topologia T' é piu fine di T se e solo se ogni seminorma di S é
maggiorata da qualche seminorma di S'.

DIMOSTRAZIONE: Osserviamo intanto che se Sy ¢ una famiglia di seminorme
I'insieme dei multipli positivi delle somme finite di elementi di Sy € una base di
seminorme per 7 (Sp). ora sia S una base di seminorme; una base di intorni dello
0 € X e data dagli aperti

Us(0) :={Bp}pes

ove B, :={z € X | p(z) < 1}. Ovviamente si tratta di una base di intorni, e, per
ogniz,ro € X, A, \p€RepeS:

POz — Nozo) < [N|p(x — x0) + | A — Xo|p(a0)

il che prova che la topologia definita da Us(0) rende X uno spazio vettoriale
topologico, localmente convesso perché le p sono seminorme.

Viceversa, se X e localmente convesso e U(0) ¢ una base invariante per
omotetie di intorni dello 0 convessi ed equilibrati, i funzionali di Minkowski

S = {pB}Beu(O)

sono ovviamente una base di seminorme per la topologia di X perché gli elementi
di Y(0) sono aperti e v € B <= pp(x) < 1.

Dimostriamo la seconda parte del teorema: che la condizione sia sufficiente
¢ ovvio. Ma 7 ¢ meno fine di 7’ se e solo per ogni intorno convesso equilibrato
dello zero U € T contiene un intorno convesso equilibrato dello zero U’ € T,
sicché

por(x) <1=pu(l) <1
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Per ogni € > 0 si ha allora che py((py/(x) +¢)71z) < 1 e quindi
Vee X pu(z) <pu(z)+e

Per arbitrarieta di € si ha che py < pyr.
QED

Se @ C R™ & un aperto, lo spazio vettoriale C*°(£2) delle funzioni infinitamente
differenziabili su ) & uno spazio vettoriale topologico, la cui topologia ¢ indotta
dalle seminorme

pri(f) = max 10 f ()]

ove K C Q & un compatto e i = (i1, ...,4,) un multiindice rispetto al quale si
effettuano le derivate parziali che figurano nella definizione (cioe si deriva iy, volte
rispetto alla variabile xy,).

8.1.8 Teorema Lo spazio C*(2) ¢ di Fréchet.

DIMOSTRAZIONE: Dimostriamo che la topologia di C*°(Q2) ¢ indotta da una
famiglia numerabile di seminorme. Sia

1
m

K, = {x €Q | d(z,00) > — ed(z,0) < m}

Ovviamente K,, ¢ compatto, K,, C— Ky e U, Kn = Q. Definiamo le
seminorme

Pm(f) = sup sup [0 f(z)]
TEKm |i|<m
Se K C 2 ¢ un qualsiasi compatto allora la funzione 6(z) := d(z, 0Q2) & continua
e positiva su K, dunque ha un minimo ¢y su K; analogamente la funzione A(x) =
d(x,0) assume un massimo Ay su K. Allora scegliamo m in modo che

1
—<50 e A0<m
m

Con questa scelta di m si ha che K,,, C K e, se |i| < m, la seminorma pg; €
maggiorata da p,,. Che poi ogni seminorma p,, sia maggiorata da » .- px,,; ¢
ovvio.

Quindi la topologia di C'*°(2) & generata dalle {p,,}, ed in particolare lo
spazio € metrizzabile.

Ora proviamo che C*°(€2) ¢ completo. Se {f,,} ¢ una successione di Cauchy,
il che significa che ¢ di Cauchy rispetto a qualsiasi seminorma p,, che genera
la topologia di C*°(2). Ma allora la restrizione di {f,,} a K, ¢ una successione
di Cauchy di funzioni definite sul compatto K,,: ora sfruttiamo il fatto che lo
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spazio delle funzioni differenziabili C*°(K’) su un compatto K C R" ¢ di Banach
rispetto alla norma

|| /1| = supsup &' f(x)]
xeK 1

come si constata facilmente (la convergenza in questo spazio ¢ la convergenza
uniforme della f e di tutte le sue derivate parziali). Dunque esiste una funzione
F,, € C>*(K) alla quale la successione ristretta a K,, converge. Per definizione
di K,, le funzioni Fj, cosi definite coincidono sulle intersezioni K,, N K; e quindi
inducono una funzione F € C*(f2) tale che, per definizione,

lim p,.(fn—Fn) =0

n—-aoo

QED
In C*(Q2) & contenuto lo spazio C2°(£2) delle funzioni differenziabili a supporto
compatto. Non si tratta di un sottospazio chiuso, quindi non e certo completo per
la topologia indotta da quella di C*°(2). Definiamo ora su C2°(2) una topologia
piu forte di quella indotta da C'*°(€2).
Se K,, ¢ il sistema di compatti definito nella dimostrazione del teorema
precedente, ad ogni successione N = {N,} di numeri naturali associamo la
seminorma

pn(f) = Z N,,  sup sup |0 f(z)|

:EEKm\Km_l ‘l|§Nm

m=1

(assumiamo K, := ().
8.1.9 Teorema Lo spazio C°(Q2) é completo e non metrizzabile.

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo una successione di Cauchy {f,,}; dimostriamo
allora che tutte le funzioni f,, appartengono a C'2(2), ove K & un fissato compatto
e CP(Q) denota lo spazio delle funzioni f € C*°(Q2) a supporto in K: si tratta di
un sottospazio di Fréchet di C*°(£2), quindi la successione {f,,} dovra convergere
ad un elemento di C(Q) C C*(2) col che avremo la prima parte del teorema.

Per assurdo supponiamo dunque che i supporti delle { f,,} non stiano in nessun
compatto K fissato. Possiamo supporre (a meno di rinumerare le {f,}) che sia
supp fm ¢ K, i.e. che esista z,,, ¢ K, con f,,(z,,) # 0. Allora se

m

Vi {fec:°<ﬂ> Vm > 1 |f ()] < M}

I'intersezione V N C2(2) ¢ aperta (dato che ogni compatto K contiene solo un
numero finito di z,, e quindi questa intersezione & intersezione finita di aperti) i.e.
V' e aperto in C2°(£2). Se py ¢ il funzionale di Minkowski di V' allora, dato che V'
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¢ equilibrato e convesso, py € una seminorma continua in C2°(2), precisamente

la

Quindi m < py(fm) e la successione di Cauchy {f,} non converge in C(€2) il
che ¢ assurdo.

Dunque lo spazio C°(2) € completo nella sua topologia. Dimostriamo che
pero non ¢ metrizzabile. Se lo fosse, infatti, presa una sua successione {f,,} tale
che supp f,, ¢ K,, dalla continuita della moltiplicazione per uno scalare si deduce
che esiste un numero d,, > 0 tale che d(0,d,,fn) < 1/m e quindi la successione
{6mfm} tende a zero; ma si & visto nelle dimostrazione della prima parte che
questo non e possibile a meno che tutte le funzioni {f,} appartengano ad un
medesimo spazio C°(2) per un compatto K fissato. L’assurdo prova che C2°(£2)
non ¢ metrizzabile.

pv(f) = sup

m

QED

Si puo dimostrare che lo spazio C°(R™) ¢ denso in LP(R™) per 1 < p < o0
ed in C*°(R™). Limitiamoci qui a fornire un esempio di funzione appartenente a

C>®(R):
2
expm se |ZE| <1
xT) =
/@) {Ose|x|21

Funzioni di questo tipo sono considerate nella costruzione di partizioni dell'unita
e nello studio delle trasformate di Fourier e delle convoluzioni negli spazi di
funzioni differenziabili.

8.2 Dualita e topologie deboli

8.2.1 Definizione Due spazi vettoriali X eY su K si dicono in dualita se esiste
una forma bilineare

():VxW-—K

tale che

VeeX VyeY (z,y)=0)=x=0
VyeY (VeeX (zr,y)=0)=y=0
Evidentemente una dualita fra X e Y induce due applicazioni lineari

X —Y e Yy — X*
T (y — (z,9)) yr— (z— (z,9))
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La forma bilineare (,) si dice fortemente non degenere se queste mappe sono
isomorfismi: in questo caso X = Y™,

Se X e Y sono in dualita possiamo considerare una topologia su X, la
o(X,Y)-topologia, che & per definizione la topologia debole rispetto alle applica-
zioni

fo— (2.5 hev

Questa topologia & indotta dalla base di seminorme {pr}rcy finito OVe

pr(z) =) |(y.2)|

yeF

8.2.2 Lemma Se X ¢ uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e
F un funzionale lineare, allora F ¢ continuo se e solo se per ogni base S di
seminorme della topologia di X esiste p € S tale che

Vee X |F(x)| <p(z)

DiMOSTRAZIONE: Che la condizione sia sufficiente e ovvio. Se poi F' e un funzio-
nale lineare continuo, la x — |F(x)| ¢ una seminorma continua per X, quindi
vale la condizione dell’enunciato.

QED

8.2.3 Proposizione Se X e Y sono spazi vettoriali in dualita e F' é un funzio-
nale lineare su X allora sono equivalents le
e dJycY Vee X F(x) = (y,z).

e F' ¢ continuo nella o(X,Y)-topologia.
DIMOSTRAZIONE: Che (1) implichi (2) ¢ ovvio. Se vale la (2), per il lemma deve
esistere un F' = {y;,...,y,} C Y finito tale che

Vee X [F(z)] <pr(z)

l.e.

Vee X (y,x)=...=(yp,z) =0
da cui F(x) = 0 per dualita. Quindi se M & il sottospazio vettoriale di K"
generato dai vettori {({y1, ), ..., (Yn, T)) }zex deve esistere un funzionale lineare

f € M* tale che il diagramma

r— ((y1,2), -, (Yn, 7))

T~



246 CAPITOLO 8. SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI

sia commutativo. Ma ogni tale funzionale f ¢ determinato univocamente da un
vettore v = (vy, ..., v,) € R™ in modo che

n
fri,o,rn) = Z%Cz‘
i=1

e quindi
F) = vl 2) = (g )
i=1

QED

Ovviamente possiamo definire per uno spazio vettoriale topologico qualsiasi,
proprio come avevamo fatto per gli spazi normati, lo spazio X* duale topologico
dei funzionali lineari continui su X.

Per ogni funzionale f € X* esiste la forma bilineare fra X e X*:

z+— (f,z) == f(z)
che € una dualita fra X e X*:

VeeX (f,z)=0=f=0

8.2.4 Definizione Su uno spazio vettoriale topologico la topologia debole é la
o(X, X*)-topologia e la topologia *-debole ¢ la o(X*, X)-topologia.

Infatti dato che X — X** la dualita fra X e X* induce una dualita fra X* e
X si noti che ciascuna di queste dualita ¢ fortemente non degenere se e solo se
lo spazio X e riflessivo.

II nome della topologia debole viene dal fatto (evidente) che si tratta di
una topologia piu debole di quella di X. Per la caratterizzazione precedente dei
funzionali lineari e continui abbiamo che

8.2.5 Proposizione Un funzionale lineare su X ¢é continuo se e solo se é de-
bolmente continuo.

8.2.6 Definizione Se X e Y sono spazi vettoriali in dualita, il polare di un
sottoinsieme E C X ¢ il sottoinsieme di Y :

E°:={yeY |Vre X Re(y,xz) <1}
(La parte reale ¢ ovviamente superflua nel caso K =R).

Ovviamente:
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8.2.7 Proposizione [l polare é un insieme convesso, chiuso nella o(Y, X )-topologia,
contenente lo zero e tale che 2 C E°.

In particolare, se X & localmente convesso, il polare £° C X* ¢ *-debolmente
chiuso e se ' C X* il polare F° C X e debolmente chiuso. Se £ C X allora
evidentemente E° = E°.

Prima di affrontare il risultato principale sui polari, diamo alcuni lemmi sulla
convessita, che sono in realta corollari del teorema di Hahn—Banach, applicato a
spazi vettoriali topologici.

8.2.8 Lemma Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso e K
un chiuso convesso in X contenente l'origine. Allora se 0 € K, per ogni o ¢ K
esiste un funzionale lineare continuo F' su X tale che Re f(z9) > 1 ma

Vee X Ref(z)<l1
(nel caso K =R la parte reale ¢ superflua).

DIMOSTRAZIONE: Dato che per ipotesi CK ¢ aperto, deve esistere un intorno V'
di 0 tale che 2o + V C CK; ma la topologia di X & localmente convessa, quindi
V puo scegliersi convesso ed equilibrato, sicché zo +V N K = () implica
1 1
zo+=VNK+=V=0

T2 2
Ora, U .= K + %U ¢ aperto (essendo unione di aperti) e convesso, dato che, se
ki, ko€ K,vi,u15€Vea+b=1(a,b>0):

avy + bus

1 1
a<k1+§vl)+b(k2+§vg> :ak1+bk‘2+T€U

Ma z & U e, se M := Rz e py ¢ il funzionale di Minkowski di U, allora per
fo:M —R
rzo — 1rpy(xo)
(r € R) si ha che
fo(wo) = pr(wo) > 1
(perché zp ¢ U) e
VeeM fo(z) < pu(z)

Ora per il teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale lineare f su X che
estende f; ed & maggiorato dalla seminorma py. Ma per definizione py < 1 su
U, quindi su U la tesi e verificata. Infine usiamo la linearita di f per ottenere:

|f (@) < (pu(x) + pu(—2)) = p(z)
i.e. la continuita di f.
QED
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8.2.9 Teorema del bipolare Se X ¢ uno spazio vettoriale topologico localmen-
te convesso e K C X e un insieme convesso contenente l'origine di X allora la
chiusura di K nella topologia di X coincide con la chiusura nella topologia debole
e st ha

? _ Kdeb — oo
(i polari si riferiscono alla dualita fra X e X*).

DIMOSTRAZIONE: Dato che K ¢ K~ = K e K° & debolmente chiuso, basta
dimostrare che K°° C K.
Sia z ¢ K; allora, per il lemma, esiste f € X* tale che

Ve K Re(f,z)<1
ie. fe K =K°eRe(f zo) > 1 cioe zg ¢ K.
QED

Osserviamo che se f : X — Y & una mappa lineare continua fra spazi
vettoriali topologici, possiamo definirne al solito modo la trasposta come

Yy — X©
Y (z— Y(f(2)))

che & ovviamente lineare e continua (consideriamo i duali topologici).

8.2.10 Teorema Se f : X — Y ¢& una mappa lineare continua e iniettiva fra
spazi vettoriali topologici allora

ker f* = (im f)°

DIMOSTRAZIONE: Se consideriamo le dualita (,) fra X e X* e Y e Y* ovvia-
mente:

Vee XV eY™ (¢, f(x)) = {f(¥),z)
percio, se ¢ € (im f)° allora per ogni € X: (f*(¢),z) = 0 e quindi f*(¢)) = 0;
viceversa, se 1) € ker f* allora per ogni x € X; (f*(¢),xz) = 0, dunque ¢ L im f.
QED

8.2.11 Corollario Una mappa lineare continua f : X — Y fra spazi vettoriali

topologici, ove Y sia localmente convesso, € biunivoca se e solo se im f é denso
Y.

DIMOSTRAZIONE: Per il teorema di Hahn—Banach: se M # Y & un sottospazio
vettoriale di Y allora esiste un funzionale lineare continuo non identicamente
nullo che si annulla identicamente su M; quindi se im f non & denso, esiste un
funzionale ¥ € Y* non nullo che si annulla su im f, i.e. tale che f*(¢)) = 0.

QED
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I1 seguente fondamentale teorema sancisce la compattezza *-debole della palla
associata al funzionale di Minkowski p:

{fe X" | Ve e X [f(x)] < p(z)}

8.2.12 Teorema (ALAOGLU-BANACH-BOURBAKI) Se X ¢ uno spazio vetto-
riale topologico localmente convesso e W un intorno convesso ed equilibrato dello
zero allora il polare W di W in X* é o(X, X*)-compatto.

DIMOSTRAZIONE: Sia p il funzionale di Minkowski di W allora per z€ W: p(x) <
1, e quindi se |f(z)| < p(z) la parte reale di (f,z) e < 1le feW° ma WV e
equilibrato, cioe |(f, z)| < p(x) e quindi

We={feX" | VeeX [f(z)] <p(z)}
Dimostriamo che si tratta di un insieme *-debolmente compatto. Se, per x € X:
K, ={z€C| |z| <px)}

Si tratta ovviamente di un compatto in C, quindi, per il teorema di Tychonoff,

I'insieme
K = H K,
reX

pure & compatto (nella topologia prodotto, che ¢ quella debole rispetto alle
proiezioni p, : K — K. Se

UWe— K
fr—(zeX— f(x) € K.)

evidentemente, se 7, : K — C & la proiezione che alla funzione (X —
U {K.}) € [ [ K, associa il numero s(z) € C, allora

VW) = () () (Ferruy — 2w —wm,) " ({0})

z,yeX z,weC

Ma le proiezioni 7, sono continue (per definizione) e quindi lo ¢ la funzione
Togtwy — 2Tz — wmy : K — C; ne segue che la controimmagine tramite essa
dellinsieme chiuso {0} (cioe W(W?)) & un chiuso in K, che ¢ compatto, dunque
a sua volta un compatto. Infine osserviamo che ¥ ¢ biunivoca e quindi® & un
omeomorfismo. Dunque, essendolo W(W?), anche W° & compatto.

QED

3Una funzione biunivoca e continua da un compatto ad uno spazio di Hausdorff & un
omeomorfismo.
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8.3 Compattezza e convessita

8.3.1 Definizione Un insieme B C X in uno spazio vettoriale topologico si dice

limitato se per ogni intorno dello zero U C X esiste un numero C' > 0 tale che
B cCU.

Dato che esiste una base di intorni chiusi dello zero, la chiusura di un insieme
limitato e limitato: in generale non si tratta di un insieme compatto, a differenza
del caso di dimensione finita (teorema di Heine-Borel). Tuttavia:

8.3.2 Teorema Un insieme compatto in uno spazio vettoriale topologico ¢ limi-
tato.

DIMOSTRAZIONE: Se K C X e compatto e U un intorno equilibrato dello zero
allora

K C GnU:X
n=0

quindi, per compattezza, esiste un insieme finito di interi {nq, ..., ny} tali che

KcnmUuU..unU = ('max nj) U

j=1,....k
QED

Il viceversa non e vero: ad esempio, se X € normato, l’essere un insieme
chiuso e limitato compatto implicherebbe la locale compattezza di X e quindi
dim X < oo (corollario EI.TH]).

8.3.3 Teorema Uno spazio X localmente convesso di Hausdorff ¢ normato se e
solo se possiede un intorno dello zero limitato.

DIMOSTRAZIONE: Se X & normato, ogni palla centrata nello zero e limitata.
Viceversa, se X ¢ Hausdorff e localmente convesso, e se contiene un intorno U
dello zero, che possiamo supporre equilibrato, allora la famiglia {%U } fornisce
una base di intorni dello zero in X: infatti se V' e un intorno dello zero, che
possiamo assumere equilibrato, ¢’ un intero n > 0 tale che U C nV. Dato che
X ¢ Hausdorff si ha )
-U =10
QO ~U=1{0}
e quindi il funzionale di Minkowski py associato a U € in realta una norma.
QED
In alcuni casi importanti, tuttavia, un insieme limitato ha effettivamente
chiusura compatta: ad esempio negli spazi C*(Q2) e C°(2); per dimostrarlo
dobbiamo prima trarre una conseguenza dal teorema di Ascoli-Arzela
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8.3.4 Teorema Se K ¢ un compatto contenuto in un aperto limitato € di R"
allora la mappa di restrizione, che ad una funzione f in 0 assegna la sua re-
strizione f|x a K trasforma insiemi limitati di C*(Q2) in insiemi compatti di

O(K).

DIMOSTRAZIONE: Per il teorema di Ascoli-Arzela basta dimostrare che la restri-
zione a K di un insieme limitato in C1(£2) ¢ equicontinuo in K (che sia limitato
& ovvio): possiamo in effetti limitarci alle palle di centro I'origine in C(€).

Se dunque f € C1(Q) allora & un fatto elementare che per ogni zo € € esista
un ro > 0 tale che se |[x — x| < 1 allora z € Q e

MD & — ol < |[f]l1]x — o

) = sl <sup sup |21

yeQ \Jj=1,...,n

Quindi ogni palla centrata nell’origine di C'(2) & equicontinua in 2 e quindi
I'immagine di questa palla per tramite della mappa di restrizione e pure un
insieme equicontinuo in K.

QED

8.3.5 Teorema Ogni insieme chiuso e limitato in C*°(2) & compatto.

DIMOSTRAZIONE: Esprimiamo ) come unione numerabile di compatti Ky C
K, C ... tali che, se ; & 'interno di K; allora K; C £2;,1; dato che in uno spazio
metrico un insieme e compatto se e solo se ha un punto di accumulazione, ci
bastera dimostrare questa proprieta. Ci servira il

8.3.6 Lemma Per ogni i > 1 ed ogni successione S limitata in C°(K;) esiste
una sottosuccessione S; C S tale che le restrizioni delle funzioni f € S1 a ;4
formino una successione convergente in C*(K;).

Dimostriamo il lemma: che S sia limitata in C*°(Kj;) vuol dire che per ogni
multiindice p la successione sul campo fissatd® K e 7 una topologia di Hausdorff

sull’insieme V
»’f
oxp

¢ equilimitata in C*(K;) e quindi, per il teorema di Ascoli-Arzela, possiede una
P

0
sottosuccessione S tale che per ogni f € Sy, le restrizioni delle = 8 ;1 siano
x

convergenti in C'(K;_;) e, essendo la convergenza uniforme, le derivate qualsiasi
degli elementi di S; convergono in C*°(K;_;). Questo dimostra il lemma.

4Per noi il campo K sara sempre C o R.
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Sia ora S una successione limitata in C'*°(€); la restrizione S|q, da luogo ad
una successione limitata in C*°(K7) che, per il lemma, ammette una sottosucces-
sione convergente in C*°(Ky). Lo stesso discorso possiamo ripetere per K, K3, ...
ottenendo una successione di sottosuccessioni della S

S:SODleSQD...

tale che S;|g, , converga in C*(K;_1); se {fi, f2,...} sono i limiti di queste
sottosuccessioni in C*°(Ky), C*(K), ... allora esistono elementi g; € S; tali che

oP 1
su su —\g; — Ji)| S —
p sup |55 = Sl = 5
Evidentemente la successione S’ := {g;} converge in C*°(Q2) ed il suo limite ¢

la funzione f le cui restrizioni a €2;_; coincidono con le f;; quindi S C S ¢ la
sottosuccessione convergente voluta.
QED
La nozione di compattezza si rivela particolarmente interessante se combinata
con quella di convessita: se K € un compatto convesso in uno spazio vettoria-
le topologico localmente convesso X, per ogni f € X* la funzione reale con-
tinua x — Re(f,x) assume un massimo « su K; l'iperpiano M determinato
dall’equazione lineare

Re(f,z) = «

e tangente a K, cioe, se per ogni xz,y € K tali che, se a,b > 0ea+b =1,
ax + by € M allora x,y € M.

Ovviamente M N K & convesso e ogni convesso ' C K tangente a K si dice
una faccia di K. Ad esempio, la faccia M N K & compatta. Specifichiamo meglio
queste nozioni.

8.3.7 Definizione Una faccia di un convesso K é un punto k € K tale che per
ogni a,b € [0,1] cona+b=1 ek’ k" € K tali che

k=ak +bk' e k£K KAk, K 2K

allora k' e k" giacciono su uno stesso segmento.

8.3.8 Proposizione Se K non ¢ ridotto ad un sol punto esiste un iperpiano
tangente M tale che M N K # K.

DIMOSTRAZIONE: Basta osservare che se k, k'€ K sono distinti, scegliendo f € X*
tale che

K = k) =1
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(il che & possibile per il lemma B2Z8)) e
M ={ze€ X|Re(f,z) =a}

ove « ¢ il massimo di Re(f,z) su K. Se ¥ € M N K allora Re(f, k) =a=1¢e
K¢ MNK.
QED
Se F' C K ¢ una faccia del convesso K e f' C F ¢ una faccia del convesso F
allora F” ¢ una faccia di K (per definizione!).

8.3.9 Definizione [ punti estremali di un convesso K costituiscono ['insieme

VE K" € K Va,be[0,1] a+b=1
Extr(K) :=<ke K
xtr(K) { < e k = ak' + bk" = ab = 0 oppure k’:k”}

In altri termini, x ¢ un punto estremale se {z} ¢ una faccia di K.

8.3.10 Teorema (DI KREIN-MILLMAN) Se X ¢é uno spazio localmente conves-
so e K C X un sottoinsieme convesso e compatto allora

e Ogni iperpiano tangente a K contiene un punto estremale.

e L’inviluppo convesso dell’insieme Extr(K) dei punti estremali di K é denso
in K (si dice che genera K ).

DIMOSTRAZIONE: (1) Sia M un iperpiano tangente a K; mostriamo che F' =
M N K contiene una faccia chiusa minimale e quindi un punto estremale. Sia
F linsieme delle facce chiuse di K contenute in F'. Ovviamente € un insieme
parzialmente ordinato rispetto alla relazione di inclusione, ma, di piu, soddisfa
anche le ipotesi del lemma di Zorn. Infatti, se £L C F ¢ un sottoinsieme totalmente
ordinato di F mostriamo che esiste un Fy € F contenuto in ogni elemento di L;
per farlo usiamo la compattezza di K.

Si noti che L, essendo totalmente ordinato, verifica la proprieta dell’inter-
sezione finita, i.e. (VL = Fy # 0. Ma Fy € F, i.e. ¢ una faccia chiusa: proprio
I’elemento minimale richiesto dalle ipotesi del lemma di Zorn (ne stiamo applican-
do una versione “dualizzata” in cui si richiede che ogni sottoinsieme totalmente
ordinato abbia un minimo per dedurre I'esistenza di un elemento minimale). L’e-
lemento minimale fornito dal lemma di Zorn e il punto estremale di K richiesto
dalla tesi.

(2) Sia Ky I'inviluppo convesso di Extr(K), ovvero il piu piccolo convesso di
X contenente Extr(K) (i.e. I'intersezione di tutti questi convessi); allora K, ¢
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formato dalle combinazioni convesse finite di punti estremali di K. Supponiamo
che 0 € Ky (a meno di traslare possiamo sempre farlo).
Per il teorema del bipolare K = K e quindi basta dimostrare

K c K¢°

per avere la tesi (dato che Ky C K implica K§° C K), ovvero basta dimostrare
che
Kj C K°

Sia dunque f € K¢, i.e. f € X* tale che

Vee Ky Re(f,z) <1

e consideriamo il minimo [ della funzione (reale e continua) x —— Re(f, )
sull’insieme compatto K; vogliamo dimostrare che f € K° ovvero che f < 1.
Ma l'iperpiano di equazione Re(f,z) = (3 ¢ tangente a K, quindi (per la (1)),
contiene un punto estremale z, € Extr(K) C K. Allora

B =Re(f,z0) <1

(dato che su Ky Re(f,z) <1).
QED
Un risultato fondamentale sugli insiemi compatti e convessi e il seguente
teorema, di grande utilita nella ricerca di soluzioni a svariati tipi di equazioni
differenziali, che enunciamo senza dimostrazione

Teorema (DEL PUNTO FISSO DI SCHAUDER). Se X ¢ uno spazio vettoriale
localmente convesso e K C X un sottoinsieme compatto e convesso allora ogni
mappa continua f: K — K possiede un punto fisso, i.e. esiste xqg € K tale che

f(ﬁo) = Zo-

Notiamo che la funzione f nel teorema di Schauder puo essere non lineare:
nel risultato seguente diamo un teorema di punto fisso per una famiglia qualsiasi
di applicazioni lineari che commutino fra loro.

8.3.11 Teorema (MARKOV-KAKUTANI) Se X ¢ uno spazio vettoriale topolo-
gico e K C X un sottoinsieme convesso e compatto, e se F é una famiglia di
applicazioni lineari continue f : X — X tali che

o Ve F f(K)CK.

o Vze X Vf,geF flg(x)) = g(f(x)).
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allora esiste un punto fisso in K comune a tutte le funzioni della famiglia F:
drge KVfeF f(xg) =

DIMOSTRAZIONE: Siano f € F e n € N e poniamo

fm .= %H(I +f+ . f

(col prodotto fg denotiamo la composizione di applicazioni) e
Koy = ["(K)

Consideriamo la famiglia K = {K,, f}nen rer. Dato che K & convesso, la (1)
implica che K, ; C K e la (2) che

f(")g(m)(K) — g(m)f(")(K)
Quindi

Ma K e compatto e f € F continua, sicché gli elementi di IC sono chiusi e la
famiglia IC verifica la proprieta dell’intersezione finita, come afferma la (f).

Quindi, N K # 0. Esiste dunque un xy €[ K: se f € F mostriamo che f(zq) =
xo. Basta far vedere che per ogni intorno U dello 0 in X si ha

f(xg) —zo €U

Ma zy € (K, quindi esiste zy € K tale che

Ty = l(I+f+...+fN)g:N

N
ie. ] 1
f($0) — Xy = N(TN—FII'N — xN) € N(K — K)

(K — K ¢ l'insieme degli elementi di X della forma k — £’ con k, k' € K). Quindi
basta dimostrare che esiste un N tale che

1
—(K-K)cU
(K~ )
Questo si vede facilmente, dato che K — K & compatto (ad esempio perché e
immagine, tramite la mappa continua (z,y) — z — y, del compatto K x K)
e quindi ¢ limitato; la famiglia {nU},cy € un ricoprimento di X perché U & un
insieme assorbente, quindi esiste /N tale che K — K C NU.

QED

Si noti che lo spazio X non e stato supposto localmente convesso.
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8.4 Distribuzioni

Consideriamo lo spazio delle funzioni C*°(€2) infinitamente differenziabili in
un aperto 2 C R™: sappiamo che € uno spazio di Fréchet, mentre il suo sottospa-
zio C2°(Q2) delle funzioni a supporto compatto non ¢ metrizzabile pur essendo
completo. In ambedue i casi si tratta di spazi non normabili: vogliamo studiare
su essi la teoria della dualita.

8.4.1 Definizione Se ) C R" ¢ un aperto, una distribuzione in €2 ¢ un elemento
del duale topologico C°(S2)*.

La nostra conoscenza della topologia di C'°(2) ci permette immediatamente
di dare un criterio perché un funzionale lineare sia una distribuzione

8.4.2 Proposizione Se f € CX(Q)*, le tre sequenti affermazioni sono equiva-
lenta:

e f ¢ una distribuzione.

e Per ogni compatto K C § esistono un intero m > 0 ed una costante C' > 0
tali che

oP

Vo e C(2) suppy C K = |f(¢)| < C sup sup pye (v)

[p|<m z€Q

e Se la successioni {OP/0zP (p,)} C C(Q) convergono uniformemente a zero
(per ogni multiindice p) e se i supporti delle {¢,} sono contenuti in K C Q
(compatto) allora f(p,) — 0.

8.4.3 Esempio Se X e uno spazio vettoriale topologico localmente convesso
di funzioni Q2 — C, contenente C2°(2), e tale che la topologia di X ristretta a
C(Q) sia meno fine della topologia di C2°(2), allora, per ogni funzionale lineare
continuo f € X*, f|cs(q) € una distribuzione. Evidentemente, se C°(€2) é denso
in E allora se f # g sono elementi di X*, le loro restrizioni sono distribuzioni
diverse, per il teorema di Hahn—Banach.

8.4.4 Esempio Se consideriamo lo spazio X = C.(Q) delle funzioni continue
complesse a supporto compatto, abbiamo che ogni funzionale p continuo su X
induce una distribuzione T),.

5Cioe ogni misura di Radon complessa, per il teorema di Riesz—Markov che sara dimostrato
a pagina 289
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In realta, nell’esempio precedente, la mappa pu —— T}, € iniettiva (cioe una
misura puo considerarsi una particolare distribuzione): questo segue dal fatto che
ogni funzione continua puo approssimarsi con funzioni C* a supporto compatto.
Stabiliamo dunque questo risultato.

Preliminarmente consideriamo un esempio di funzione a supporto compatto
e infinitamente differenziabile:

1
a exp <_T> se |z| <1
p(x) = { 1—ff?

0 se |z| > 1

ove la costante a € definita come

in modo che si abbia

/ pla)dr =1

La funzione p ¢ analitica in ogni punto della palla aperta {|z| < 1} ed ¢ ovvia-
mente C* in {|x| > 1}; verifichiamo che ¢ C* anche sul bordo {|z| = 1}. Dato
che la funzione ¢ invariante per rotazioni basta verificarne la regolarita nel caso
n = 1, i.e. basta verificare che la funzione

(1) = {exp (—%) set >0

O0set <0

e C*. Ma questo e ovvio:

oo (i) oo ) )

Se € > 0, una funzione C*° a supporto in {|z] < e} &

o) = p(ex)

gn

8.4.5 Teorema Se € ¢ un aperto in R", ogni funzione in C(Q2) ¢ limite di una
successione di funzioni in C2°(S).

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo una successione di aperti {{2;} la cui unione sia
Q) e tali che, per ¢« > 1, €;,_; sia compatto e contenuto in ;. Possiamo allora
considerare la successione numerica {d;}, ove

d; := d(Qi—h EQz) >0
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e la funzione continua

1 se d(z,08) > 3d;

gi(x) = d.
0 se d(z,0Q;) < EZ

Scegliamo allora ¢; := d; /4 e consideriamo la funzione

hi(z) == / p=((z — y)gi(y)dy

Ora sia z € ;_4: allora, per x —y € supp p.,, si ha

d(y,0) > d(x,0%) — | —y| > d; — % - Bji

e quindi g;(y) = 1, i.e.

m@»:/ﬁax—m@—»

Pertanto h;|q, , = 1. Dato che le {h;} sono ovviamente a supporto compatto e
che convergono a 1 € C*(Q).

Ora sia f € C(€2): & immediato che possiamo approssimarla con funzioni con-
tinue a supporto compatto: infatti h;f € C.(Q2) e, dato che fh; = f su ;4 la
funzione fh; converge a f in C'(Q2); se K C ) ¢ compatto, per ¢ grande abbastanza
si ha K C Q;_1 e quindi supp f N K = supp(fh;) N K.

Vediamo infine che 'approssimazione puo farsi effettivamente con funzioni
C*: per questo basta mostrare che le funzioni fh; € C.(Q2) sono approssimabili
con funzioni C2°(2), il che si vede considerando

Fe@)i= [ oo =) f@)ho)dy

Derivando sotto il segno di integrale si trova immediatamente che queste sono
funzioni in C'2°(€2); dimostriamo che, per ¢ — 0, la F; . converge uniformemente
a fh;, col che avremo la tesi del teorema.

Dato che le fh; sono continue a supporto compatto, sono uniformemente
continue, quindi per ogni n > 0 esiste un € > 0 tale che

Vr,y |z —yl <e=|[f(x) = fy)l <n

e quindi, dato che [ p. =1:

f(@)hi(x) = Fie(x) = /ps(l‘ = y)(f(@)hi(x) = f(y)hi(y))dy
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pertanto

F@hie) — Foo@)| < sup [F@)hilz) — F)hi(y) / ooz — y)dy <

lz—y|<e

QED

Osserviamo che, se la funzione f & C'™ nel teorema precedente, la stessa

dimostrazione ci permette di approssimarla con funzioni CZ° date dalle fh,.
Quindi

8.4.6 Corollario C°(2) é denso in C*(2).

Avvertiamo che nel teorema seguente, col termine “misura di Radon” intendiamo
un funzionale lineare e continuo su C.(2), mentre in precedenza (definizione
M5T)) avevamo usato un’altra definizione: il gia citato teorema di Riesz—Markov
022 mostrera 'equivalenza di queste definizioni.

8.4.7 Teorema Se T' ¢ una distribuzione su §2 allora le sequenti affermazion:
sono equivalenti:

o T ¢ una misura di Radon.

T ¢ continuo nella topologia su C°(2) indotta da quella di C.(2).

e Per ogni compatto K C €2 esiste una costante C' > 0 tale che

Ve Cr(Q) suppy C K = [(T,¢)| < Csup|p(z)|

e

e Se una successione di funzioni {¢,} converge uniformemente a zero e
se i supporti delle {¢,} sono contenuti in un compatto K C § allora

DIMOSTRAZIONE: In vista della proposizione 842 1'unica cosa che dobbiamo
dimostrare per avere il teorema e che T' & una (distribuzione indotta da una)
misura di Radon se e solo se vale la (1): che la condizione sia necessaria ¢ ovvio;
se poi vale la (1), possiamo estendere T' (che ¢ continuo nella topologia indotta
da C.(€2)) in modo unico ad un funzionale lineare continuo su C.(2) per densita
di C(Q) in C.().

QED

Quindi le misure di Radon sono casi particolari di distribuzioni (storicamente
infatti i primi esempi di distribuzioni sono state le misure di Dirac); in particolare
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anche le funzioni possono essere viste come distribuzioni. Infatti, se f € L'(K),
con K C {2 compatto, allora il funzionale

T(p) = / () () da

e una distribuzione (modulo uguaglianza q.o.).
Usualmente lo spazio delle distribuzioni su 2 si denota come D'(£2).

8.4.8 Definizione Una distribuzione T € D'(Q)) si dice svanire in un aperto
ACQ se
Vo e C(Q) suppp CU = (T,p) =0

Vogliamo definire il concetto di supporto anche per le distribuzioni: per questo
necessitiamo del

8.4.9 Teorema L unione degli aperti di 2 nei quali una distribuzione svanisce
e un aperto nel quale la distribuzione svanisce.
che ¢ immediata conseguenza del

8.4.10 Lemma Se {U,}aca € una famiglia di aperti di Q e {T,}aca una fami-
glia di distribuzioni sugli {Us} e se, per ogni o, BE€ A, To|v.nv, = Tsluanu, allora
esiste un'unica distribuzione T su |J, Uq tale che, per ogni a € A: Ty, = T,,.

DIMOSTRAZIONE: Intanto ricordiamo che 2 C R™ e paracompatto e quindi esiste
un raffinamento {Vs}gep di U := |J, Ua localmente finito. Sappiamo poi che
esiste una partizione C'*° dell’unita subordinata al ricoprimento {Vz}: se ¢ €

C>*(U), allora
o= gsp
Ben

Poniamo, se ag ¢ tale che Vi C Uy,

<T7 90> = Z(Tam 9/390>

BeB

(la somma ha senso perché ha senso quella precedente). Questa definizione non
dipende dal raffinamento scelto, perché sulle intersezioni di elementi di {U,}
le distribuzioni {T,} coincidono. Dimostriamo che non dipende nemmeno dalla
partizione dell'unita {gg}: se infatti {h,} € un’altra partizione dell’unita subor-
dinata al raffinamento {W,} localmente finito di {U,} allora per ogni v esiste
un indice a, tale che W, C U, e quindi

D (Toy 950) =D (Toyghe@) =Y (Ta, gohy@) =Y (Ta hyp)

B By By v
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Vediamo ora che T e effettivamente una distribuzione, cioe che € un funzionale
continuo: se p € C°(K) converge a zero uniformemente (K C U compatto) allora
esiste un sottoinsieme finito B’ C B tale che

Ve B gsp=0
e quindi ggp — 0 in CF(Uy,
Ce(U)* .
L’unicita segue facilmente dal fatto che le distribuzioni {7,} coincidono sulle
intersezioni di elementi della famiglia {U,}.

), i.e. (Tu,, gp0) — 0. Quindi T' & continuo in

QED
In virtu del teorema appena dimostrato, ha senso la

8.4.11 Definizione Se T ¢ una distribuzione in €, il suo supporto supp1 é il
complementare dell’unione di tutti gli aperti nei quali T' svanisce.

8.4.12 Esempio La misura di Dirac ¢, é il funzionale che a f € C°(£2) associa
f(zo): il supporto della misura di Dirac ¢, é il singolo punto {xy}. Il supporto
della distribuzione T(p) = [ (z)f(x)dx & il complementare dell’insieme sul
quale f € q.o. nulla.

Dato che C°(€2) ¢ denso in C*°(f2), possiamo identificare il duale £'(Q2) di
C>°(£2) con un sottospazio di D'(2) = C°(§2)*.
Come ¢ naturale attendersi si ha il

8.4.13 Teorema Una distribuzione T € D'(Q2) appartiene a E'(Q) se e solo se
ha supporto compatto.

DIMOSTRAZIONE: Se T' € £'(Q2) ¢ una distribuzione allora, per definizione della
topologia di C'*°(£2), esistono un compatto K C €2, un intero m > 0 ed una
costante C' > 0 tali che

oP

5 #(@)

Vo e C™(Q) |(T,¢)| < C sup sup ppe

p|<m xeK

e quindi, se supp ¢ C 0K allora (T, ) = 0, i.e. suppT C K.
Viceversa, se T' € D'(€2) & una distribuzione a supporto compatto K, e se
f € () & una funzione identicamente 1 in un intorno U di K ¥ allora

Vo e C=(Q) (T,¢) = (T, 9¢)

La cui costruzione ¢ semplicissima: se W = Q\ U, allora {U, W} & un ricoprimento aperto
di © localmente finito (!) e quindi esiste una partizione dell’'unita { gy, gw } ad esso subordinata:
dato che g5w = 0in U e gy + gw = 1 deve essere gy = 1 in U; si tratta della nostra funzione

g.
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(supp(1 — g) C CsuppT). Ma su C°(supp g) le topologie indotte da C*°(Q) e
C2°(Q) coincidono allora gp — 0 in C°(Q2) per C*°(2) e quindi la distribuzione
T & continua su C2°(2) rispetto alla topologia indotta da C*°(2): dunque T' €
E'(Q).
QED
Osserviamo ora che, per ogni m > 1, C°°(2) ¢ un sottospazio dello spazio
delle funzioni m volte differenziabili C*(Q); un ragionamento analogo a quello
del teorema mostra che C°(£2) & denso in C(£2); ha quindi senso la

8.4.14 Definizione Una distribuzione T appartenente allo spazio D™(Q)) =
Cm(Q)* si dice di ordine minore di m. Se T € D'()) é una distribuzione ed
esiste un intero m > 0 tale che T sia di ordine minore di m allora T si dice di
ordine finito.

8.4.15 Esempio Le distribuzioni di ordine (minore di) zero sono le misure di

Radon.

Sulle distribuzioni possiamo calcolare gli operatori differenziali, usandone la
dualita; ricordiamo che un operatore differenziale ¢ una espressione della forma

con a, € C*(Q) e p = (p1,...,pr) € un multiinidice con |p| = p1 + ... + p;.
Ovviamente P ¢ un operatore lineare e continuo di C*°(£2) in se stesso. Vogliamo
definire il suo operatore “aggiunto”

P D(Q) — D(Q)

Sulle distribuzioni della forma ¢ = f(x)dx otteniamo, se ¢ € C*(Q),

o) = [vpeiis= 3 [ o0 (Few) vl

[pI<m

Possiamo ora integrare per parti ottenendo (non ci sono integrali sul bordo 02
perché supp ¢ C Q)

> [ @t ds

[p|<m

ottenendo op
Py = 3 (@) (D" (ay(@)(@))

[p|<m
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Se vogliamo esprimerlo come operatore differenziale, scriviamo

Py = Z H@xi”( Zb 83:1”

Ip|<m Ip|<m

dove

) = -1 (1) oo

p<gq

e dove ¢ < p significa ¢ < p1,...,q, <pr e

()= () (1)

Abbiamo quindi un operatore differenziale lineare continuo P* sullo spazio delle
distribuzioni.

8.4.16 Teorema Una distribuzione a supporto compatto ha ordine finito.

DIMOSTRAZIONE: Sia T € £'(Q); se U C € ha chiusura compatta e supp? C U
allora T'|y € di ordine finito. Infatti ¢ evidente dalle definizioni che la topologia
di C2°(2) e l'intersezione delle topologie di C?*(2) e quindi la restrizione di 7" a
U & continua in C>(U) nella topologia indotta da C™(U) per qualche m > 0, e
quindi & continua su C>®(U) € C=(U); ma la topologia di C"™(U) & pit fine di
quella indottavi da C™(U), dunque T' & continua su C°(U) rispetto alla topologia
indotta da C*(U): ioe T'|y € D™(U).
Ma T = 0 su Csupp T e quindi T ¢ di ordine finito in tutto €.
QED

Concludiamo questa introduzione alla dualita negli spazi C"™(€2) dimostrando
la proprieta fondamentale delle distribuzioni di ordine finito.

8.4.17 Teorema Se T ¢ una distribuzione di ordine finito m < oo in ) allora,
per ogni intorno aperto U di suppT esiste una famiglia di misure di Radon
{Iu/p}peN'm;‘p|<m /Ln Q tall Ch/e

T= Z OP ,up

Ip|<m

e tali che per ogni p € N, |p| < m: suppp, C U.
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DIMOSTRAZIONE: Sia N = N, ,,, il numero di multiindici p con |p| < 1: esiste
allora una inclusione naturale nel prodotto

Uy 0 O (2) — (Ce(2))"

e (5)
— [ ——
I /) penm fpl<m

Si tratta ovviamente di una applicazione lineare che, pur non essendo suriet-
tiva, ¢ un isomorfismo (su im W,,) fra spazi vettoriali topologicil. Dato che

U, : C™(9)) — im ¥, ogni funzionale lineare continuo su C™(€2) ne determina
univocamente uno su im W¥,,, che puo quindi, per il teorema di Hahn—Banach,
estendersi ad un funzionale sull’intero spazio C,(Q)". Ma il duale di un prodotto
diretto di spazi vettoriali topologici € canonicamente isomorfo al prodotto dei
dual e quindi un funzionale lineare continuo su C,(£2)" puo identificarsi con un
insieme di N misure di Radon (),) su 2 tali che

((Ap): (pp)) = Z (Ap: @p)

peEN;|p|<m

Questo funzionale estende il funzionale ¢ — (T, ) su im VU,,,; quindi, per ¢, :=
P

Py O
Tar (se p € C(2)):

oP
_ _1\lPl 2
T= Z ( 1) axp )‘p
[p|<m
Ora dobbiamo verificare la condizione sui supporti delle misure \,; consideriamo
una funzione g € C*(Q2) che sia identicamente 1 in un intorno U di suppT
ed identicamente zero fuori da qualche chiuso contenuto in U e consideriamo il

prodotto ¢gT": ovviamente g7' = T' (per definizione, (¢7T', p) = (T, gp)) i.e.

ap
T=gT= ) (-)Vg5—x,

[p|<m

T converge a zero in C*(£2) se e solo se ciascuna delle sue derivate di ordine < m converge
a zero in C.(Q)
8Se X1, ..., X,, sono spazi vettoriali topologici, basta considerare I’isomorfismo

Xix.oox X — (X1 % .. x Xp)"

(@1, s ) ((xly.-.,xn) — Z(wi,m)
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e, per 'identita di Leibniz:

PN, P (gy) P 0
Ipl — | | E
< axp 7(p> ( 1)p </\p> axp - P o ( ) p7 xp q al_q>
0
_ \ \
=2 (G ( o aquAp> 32

q<p

e quindi

ap)\p o 8(1 lp— |ap7qg
15 =X o (o,
q<p

oxP Oxp—a
Sostituendo nell’espressione precedente per la T

o1 oy
T = Z Z 1) — o ( (—1)lr—d aqu)\p)

[p|<m q<p

P—q
A, sono contenuti in supp g C U.

Oxp—a’

con i supporti delle misure

QED

Da questo teorema segue che le distribuzioni di ordine < m sono somme finite

di derivate al piu di ordine m di misure di Radon.

8.5 Trasformata di Fourier di funzioni differenziabili

Vogliamo esemplificare alcune idee qui introdotte proseguendo la discussione
della trasformata di Fourier iniziata alla fine del capitolo precedente: tratteremo

direttamente il caso in n dimensioni.

Consideriamo quindi in R™ la dualita con R™ data dal prodotto euclideo

n
= E TilYi
i=1

Evidentemente, se (eq,...,e,) ¢ una base di R™ e (e!,...,e") una base duale, se
b b ) n b ) b

=Y,z €ER e =) e e R™:

n
-y
=1

In R™ consideriamo poi la misura di Lebesgue (che & determinata univocamente
una volta che si fissi, ad esempio, una base, imponendo che il volume dell’ipercubo
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avente per vertici i vettori della base sia 1), che determina univocamente la misura
di Lebesgue su R™.

Definiamo ora uno spazio di funzioni “intermedio” fra C2°(R™) e C*°(R"™): si
tratta dello spazio di Schwartz S(R™) delle funzioni f € C*°(R") tali che, per
ogni coppia di polinomi P, Q € C[Xy, ..., X,,]

sup < 00

z€R™

P 5) 1

Oltre ad essere (come ¢ ovvio) uno spazio vettoriale, S(R™) e localmente convesso
rispetto alla famiglia di seminorme

p(f) := sup
zER™

P (4 ) o)

Osserviamo che gli elementi di S(R™) si dicono anche funzioni a decrescenza
rapida nel senso che tutte le loro derivate tendono a zero (per |r| — o00) piu
velocemente di ogni potenza di |z|!. Infatti la condizione p(f) < oo equivale
alla

per ogni multiindice p ed ogni intero k£ > 0. Una famiglia di seminorme per la
topologia di S(R") ¢

e

Cosi lo spazio S(R™) & metrizzabile; osserviamo che la sua topologia ¢ piu fine di
quella indotta da C*(R™).
Una successione { f;} C S(R™) tende infatti a zero se e solo se le funzioni

ok = sup sup (<1+ 2])*

|p|<m z€R™

(1+ |=])*

ap
@fz‘(fﬁ)‘

convergono uniformemente (ovunque in R") a zero per ogni k e p. In particolare
questo implica la convergenza uniforme delle derivate e quindi della successione

{fi} in C=(R").
8.5.1 Teorema S(R") ¢ uno spazio di Fréchet.

DIMOSTRAZIONE: Dobbiamo mostrare la completezza della topologia di S(R™);
se {f;} ¢ una successione di Cauchy in S(R"), a maggior ragione lo ¢ in C*°(R")
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e quindi converge ad una f € C°°(R"). Dato che la successione e di Cauchy, per
ogni m e k, esiste un intero N = N,, ;, tale che

Vi> N |fi— fnlme <1

e quindi

Vi |filmr <1+ sup |filmn
j=1,..,N

i.e. esiste una costante M,, ; tale che
Vi |fi|m,k S Mm,k

In altri termini
P
@fi(x)‘ <

M, 1

Vl‘ € Rn sup m

[p|<m

Ma le derivate delle f; convergono uniformemente alle corrispondenti derivate
della f e quindi
P

—f(:v)’ <

OxP

M i

V.T € Rn sup m

Ip|<m

Quindi f € S(R™); che, infine, la convergenza avvenga anche nella topologia di
S(R™) & ovvio.
QED
Ovviamente, sebbene abbiamo considerato la scelta di una base per definire
la topologia di S(R™) la definizione & intrinseca.
Osserviamo che, se f € S(R") allora anche

T — e—27ri<§7a:>f($)

(per £ fissato) ¢ a decrescenza rapida. Possiamo ripetere allora una definizione
che gia conosciamo per L!'(R):

8.5.2 Definizione La trasformata di Fourier di una funzione f € S(R") ¢ la
funzione

flo) = [ e fas

Notiamo il fattore 27: nel caso n = 1 lo avevamo inglobato nel prodotto
scalare (che era semplicemente il prodotto di numeri reali).
Ricordiamo le seguenti proprieta seguenti della trasformata di Fourier:
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8.5.3 Proposizione Se f,g € S(R"):
f+9=f+7

° a?:afperaé(c.

~

T(€) = F(=€) (complessa coniugata).
Se fy(x) :== f(z —y) allora j/’\y(g) = f(5)6*2ﬂ<£,y>‘

8.5.4 Esempio Calcoliamo la trasformata di Fourier della funzione

flz) =e™"
in S(R) (con a costante). Per definizione
fie) = [ e
R
e I'integrando é una funziona olomorfa intera, che tende a zero lungo ogni retta
parallela all’asse reale del piano complesso; quindi, per il teorema di CauchyB,

l'integrale non cambia valore se I'integrazione ¢ svolta non lungo l'asse R ma
lungo un suo traslato R {z + iy},er per y fissato: quindi

f(g) _ / e ax 727rz§zdx _ / efa(x+iy)2727ri£(z+iy)dx
R, R
— 6ay2—|—271'§y/' e~ az 2 _2qizy— 27rz§acdx
R
_ eay2+27r£y/ e ax 721m(ay+7r§)d
R

Ora consideriamo y costante in modo che nell’esponente della funzione integran-
da scompaia la parte immaginaria, ponendo cioé y = —n€/a e ricordando che

fR ey = \/7/a (cfr. appendice al paragrafo [85.1):

~ (ms) (wa =2 |
Fle) = enH 2 / e gy — o~ " T
R a

In particolare, per a = 7:

—_—

g = e

9 Alcuni richiami di Analisi Complessa, compreso questo teorema, sono dati in appendice al
prossimo capitolo.
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8.5.5 Teorema La trasformata di Fourier™: S(R") — S(R™) é un isomorfi-
smo di spazi di Fréchet.

DIMOSTRAZIONE: Dimostriamone per prima cosa la continuita: se P, QeC[X7, ..., X,}]
allora, per I'identita di Leibniz e la derivazione sotto il segno di integrale:

Q (%) fle) = [ e msmQ(amin)f(a)da

e, integrando per parti:

Combinando queste formule:

POQ (5 Flo = [ e (32 ) Q-2rinnf (o)) do

e quindi, per ogni £ € R™:

P05 ) @) < [P (o5 ) @-2nin) )
< (s -+ e () @cemingan]) [ (1)
Da qui la continuita.

T€ER™
Consideriamo ora loperatore” : S(R™) — S(R™) definito dalla

dr <

) = [ eyl

Lo stesso calcolo effettuato per ~ ci mostra che ™ & continuo: dimostriamo che si
tratta dell’operatore inverso di ", col che avremo la tesi del teorema.
Sia quindi g € S(R™):

[o©F @ = [ [ g0 reterayag
:/f(y)'g(x—y)dy:/f(:r—y)g(y)dy

(abbiamo usato il teorema di Fubini: (y,£) — f(y)g(€) & integrabile in R™ x R™*
rispetto alla misura dr ® d¢). Dunque

/ 9(6) F(€)e> € dg = / £z — 4)5(y)dy
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Dato che vogliamo dimostrare che la composizione ~ o~ ¢ ids(wn) (1'altra identita
T o7 = idgmnr) segue in modo analogo), ¢ sufficiente dimostrare che se g
converge alla misura di Dirac concentrata nell’origine di S(R™)* allora {f,} C
S(R™) converge funzione 1: basta considerare, ad esempio

_le?
{em % iz

le|2

Infatti imp e % =1e

—_~—

lim e 5 de = lim Ve "M ge — 5,

k—s o0 k— o0
QED
La formula

of(@) = / f(z — 1)5(y)dy

e uno dei modi di esprimere la formula di inversione di Fourier.

8.5.6 Teorema Se f,h € S(R"):

(Formula di Parseval) /n f(2)h(z)dx = A(S)%dﬁ

RN=*

(Formula di Plancherel) |f(z)|*dx = / ]f(ﬁ)]Qdf’
R ne

DiMOSTRAZIONE: Se nella formula di inversione di Fourier consideriamo x = 0
ed effettuiamo il cambiamento di variabile y — —y otteniamo

(+) / g(©)F(€)de = / F)F(~)dy

Allora per g € S(R™) tale che g(—y) = h(y) (una tale scelta ¢ possibile per il
teorema precedente) otteniamo

(&) = n(¢)

e quindi, sostituendo nella (*), otteniamo la formula di Parseval.
La formula di Plancherel e la formula di Parseval nel caso f = h.
QED
Sappiamo che lo spazio C.(R"™) ¢ denso in LP(R"); inoltre C'°(R™) & denso in
C.(R™) e quindi lo & in LP(R™). Questo fatto e la formula di Plancherel implicano
immediatamente che
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8.5.7 Corollario La trasformata di Fourier si puo estendere ad una isometria
fra spazi di Hilbert
~ L*(R™) — L*(R™)

Le formule di Parseval e Plancherel si scrivono in L*(R"™) come

(z,y) = (@,9) e llla=[[7]]2

Sono ovviamente equivalenti per le identita di polarizzazione.

Costruiamo ora un sistema ortogonale per L*(R) (per semplicita consideriamo
il caso n = 1): precisamente ne troveremo uno nel quale la trasformata di Fourier
¢ una matrice (infinita) diagonale.

Partiamo dall’osservazione che 1’equazione

(1) f'(z) = 2 f(z) = cf(x)

¢ trasformata in sé dalla trasformata di Fourier, se f € S(R). In effetti sappiamo
che (indichiamo con I'apice la derivata rispetto a x):

=] = (f)
Inoltre R R
fr=1i&f

Infatti, integrando per parti (la f & nulla all’infinito).

/f’(:v)eig(x)d:r:if/f(:v)eig(x)dx

Quindi la (f) € mutata in sé dalla trasformata di Fourier.
Consideriamo ora soluzioni della (t) della forma

»

z

f=plx)e>
ove p ¢ un polinomio. Sostituendo nella () troviamo che
p"(x) = 2xp'(x) = (¢ + 1)p(x)
Se p(z) = ag + a1 + ... + a,z" otteniamo le identita
k(k —1Dax — 2(k — 2)ag_o = (¢ + 1)ag_2

(per k = 2,...,n). Dato che a,, # 0 (per definizione ¢ il coefficiente direttore del
polinomio) si ha
c=—(2n+1) e a1 =0
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Evidentemente a;, = 0 se k € un intero di parita diversa da n, mentre se k e n
hanno la stessa parita allora a; # 0, e, per induzione:

k(k — 1)

T ok —on—4"*

Q-2
Quindi sono tutti definiti in termini di a,; non scriviamo esplicitamente una
formula per p (cosa che sarebbe assai facile a questo punto), ma osserviamo che
le funzioni

N

T

fn(x) = pn(z)e™=

sono in L*(R), ove p,(x) & semplicemente il polinomio p in grado n: la scelta di
un tale polinomio si riduce infatti a quella di una costante (il suo coefficiente
direttore) che possiamo fissare e del suo grado, che & I'intero n.

Queste funzioni sono ortogonali: siano n # m; allora, dato che f, e f,
soddisfano la (7):

fil@)—a®p(2) = —Cn+Dfalz) e fr(2)—2p,(z) = —(2m+1) fu(@)

Sottraendo queste equazioni si ottiene

(frlzfm - fr/nfn)l = 2(m - n)fmfn
che, integrata, da luogo alla

[ bt =g [ = S = s Bdn = fi)

2(m —n) (m —n)

o0
=0
—0o0
I polinomi p,, si dicono polinomi di Hermite.
Sappiamo gia che le {f,} costituiscono un sistema completo, quindi una ba-

se ortonormale per lo spazio di Hilbert L*(R). Si potrebbe dimostrare che la
trasformata di Fourier ammette queste funzioni come autovettori:

fn - Cnfn
con ¢, = ++/ 27 oppure ¢, = +iv2w

8.5.1 Appendice: 'integrale di Gauss

Vogliamo calcolare I'integrale di Gauss

o 2
/ e dx
—0oQ
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—_axr2 o —r)2 . .
Dato che e~ = ¢~%(=%)° &i osserva per prima cosa che

/ ey = 2/ e~
—00 0

Calcoliamo quindi questo secondo integrale: se
Cpi={(v,y) eR?*| > +y* <r?ex,y >0}

e ), ¢ il quadrato
Qr={(z,y) eR*| 0<z,y <7}
allora, dato che e™*@* ") > 0 e C, C Q, C C. 3

(%) / e ) g @ dy < / e ) gy @ dy < / e~ ) gy @ dy
T r Cr\/§

Inoltre, per il teorema di Fubini:

r r r 2
(**) / €_a(x2+y2)dg; ® dy _ / e—axQ/ e_ay2dydl‘ _ (/ e_amdl’)
r 0 0 0

Infine, usando le coordinate polari in C.:

/Cre r@dy =5 | e pdp=70 | e (ap”) = e

da cul otteniamo

lim e )y @ dy = lim e gr @ dy = 41
a

r—00 r—00
Cr Crﬁ

Quindi, passando al limite nella (*) ed usando la (**):

r 2
™
Ii —aa}Qd _
i ([ ear) =

Abbiamo quindi il valore dell’integrale di Gauss:

2 s s
—axtg. — 9 [ — -
/Re v V 4a \/;

In maniera del tutto analoga, se A € una matrice simmetrica invertibile n x n,

—(Ax,m)d _ ™
/n c . det A

(le condizioni sulla matrice sono indispensabili per I'integrabilita della funzione)
che generalizza la formula dell’integrale di Gauss.

si trova
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8.6 Distribuzioni temperate

Osserviamo che le immersioni continue
C(R") — S(R") — C=(R")
sono dense, e quindi danno luogo alle immersioni continue
E'(R") — S'(R") — D'(R™)
ove §'(R*) := S(R™)* ¢ lo spazio delle distribuzioni temperate.
8.6.1 Esempio
e Una distribuzione a supporto compatto e temperata.

e Ogni funzione continua f che tenda all’co piti lentamente di ogni polinomio
induce una distribuzione fdx temperata: infatti una distribuzione é tempe-
rata se e solo se e continua nella topologia su C°(R"™) indotta da quella di
S(R™); per lo stesso motivo ogni funzione f € LP (con 1 < p < o0) induce
una distribuzione fdx temperata.

8.6.2 Teorema Una distribuzione é temperata se e solo se é somma (finita)
di deriwate di funzioni continue che tendono all’co piu lentamente di qualsiasi
polinomio.

DIMOSTRAZIONE: La sufficienza della condizione e ovvia; Se T & una distribu-
zione temperata allora esistono m,h > 0 ed una C' > 0 tali che

or
Ve CX(R") [(T,¢)| < C sup sup |(1+ lez)hﬁw(@

lp|<m zeR™

Se

on = (L+ [2*)"o(2)
ovviamente € C®(R™). & poi ovvio che la mappa ¢ — ¢}, € lineare e biunivoca
da C'°(R") in se stesso; per induzione:

or 1 or
—_— <
quindi
or
T, )| < C' —
(T o) <C Sup sup axpwh(x)’




8.6. DISTRIBUZIONI TEMPERATE 275

Consideriamo ora il monomio differenziale

0 0

"~ Ou1 O,

Ovviamente (per x = (1, ..., z,) € R"):

p(z) = /_z /_1 Do(y)dy:...dy,

e quindi
sup [p(z)| < [|Dg|[rs

(%)p%(@

Un modo di interpretare questa stima e considerare la mappa iniettiva

Sostituendo nella stima precedente:

(T, )| <C" sup

[p|<m+n

Ll

J: C2(R™) — (LNR™)™

9\
= () )
Oz Ip|<m+4n

(ove N ¢ il numero delle n-ple p tali che |p| < m+n) ed affermare che il funzionale
lineare (si ricordi che ogni funzione ¢ € C2°(R™) ¢ univocamente rappresentabile
come ¢p,)
J Ph — <T7 (P>

¢ continuo su JC®(IR™) rispetto alla topologia indotta da (L'(R™)"; Quindi, per
il teorema di Hahn—Banach, si estende ad un funzionale su tutto L'(R"))". Ma,
dato che L'(R")* = L>(R"), allora (per il teorema di Riesz BAF) (L' (R"))V* =
L>*(R™)N e quindi esistono N funzioni h, € L*(R") (|p| < m + n) tali che

o= X (5) o0

1.e.

r= Y el enr (2)

|p|<m+n

Se, per ogni p poniamo

1 Tn
gp() ::/ / hy(Y1, -y Yn)dys ...dy,
0 0
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allora, dato che le h, sono essenzialmente limitate, le g, sono continue e

19p(2)] < |21l [zn] [hpl| o
Ma, dato che h, = Dg,:

NYEAY

T- 5 el (5) b

[p|<m+n

ove k, = (=1)PIDg,. Per induzione su h segue infine che

oo [0 9\?
(Ul (5] o) = > (5) P

per qualche polinomio P che dipende da p, ¢, h, e quindi la tesi.
QED

8.6.3 Definizione L’applicazione lineare duale della trasformata di Fourier in
S(R™) é la trasformata di Fourier nello spazio delle distribuzioni temperate.

Osserviamo che, essendo L*(R")* = L?(R"), questo concetto ¢ autoduale sullo
spazio delle funzioni a quadrato integrabile.
Applicando l'operatore di dualita * al teorema [R50 si ha il

8.6.4 Teorema La trasformata di Fourier e un isomorfismo fra gli spazi vetto-
riali topologici S'(R™) e S'(R™).

Ricordiamo che lo spazio di Banach L'(R") & un’algebra associativa e com-
mutativa rispetto alla convoluzione: ricordiamo in particolare che, se f, ge C(R"),
la loro convoluzione ¢ la funzione

frg(z) = Wf@—ywwwy

Le seguenti proprieta sono state gia enunciate nel caso di L!(R): dimostriamole
in dettaglio nel caso di funzioni continue a supporto compatto.

8.6.5 Proposizione Se f,g,h € C.(R") allora
o frg=ygxf
o frlgeh)=(frg)+h
o (fg)kh=frxh+gxh
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o Se fy(x) = f(z —y) allora (f xg)y, = fy*xg=fx*g,
DIMOSTRAZIONE: Le (1) e (2) seguono dall’invarianza della misura di Lebesgue
per traslazioni d(ax + ¢) = adx:
frgle)= | fle=ylgly)dy= | f(=y)gy +x)dy
Rn R"

_ / gl =) W)d(=y) = g+ ] (@)

e, per il teorema di Fubinil®:

fx(g*xh)(z)= . f(x—y)g*h(y)dy = . flx— y)/ 9(y — 2)h(2)dzdy

n

- / @ =09ty = Hh(z)dz @ dy
_ / | 1=z = y)g)yh(z)az
_ / £ glx — 2)h(2)dz = (f % g) = h(z)

La (3) si riduce alla linearita dell'integrale, e la (4) ¢ pure un molto semplice:
intanto

fyxgle) = | fle—y—2)g9(z)dz = (f *g)y(x)
Rn
e quindi
fy*g: (f*g)y:(g*f>y:gy*f:f*gy
QED
Evidentemente basta che solo una delle funzioni f, g sia a supporto compatto

perché la definizione abbia senso. Esistono comunque condizioni piu generali per
I’esistenza della convoluzione di due funzioni.

8.6.6 Teorema Se p,q,r sono tali che 1 < p,q,r < o0 e

allora, per ogni f,g € C.(R™):

1 * gller < [[f]lzrllgl] e

10Possiamo applicarlo perché le funzioni a supporto compatto sono integrabili rispetto alla
misura di Lebesgue in R"™.
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DIMOSTRAZIONE: Poniamo h(z) := f % g(x) e s = p(1 — 1/q); per la disugua-
glianza di Holder:

) < ([ 1o =l ato) \Qdy) 17711

ove t & tale che 1/t +1/qg = 1. Ma allora st = p e quindi

h(@)[7 < (17113 / |z — )09 ()| %dy
Counsideriamo ora la funzione

F:R" — L%R")
y— (z— | f(@ =y g(y)]%)

(per v opportuno): evidentemente F' & continua a supporto compatto e, per la
proprieta del modulo dell’integraleé™

| [ rwa| < [ irwia

| P Il i R | PTG P

otteniamo

vale a dire

1Rl < 1F1ZI 1,

JM1911Ze

Allora, per a =r/q
12/l < N2 At gl 2o

cioe la tesi, dato che

o v o) o

Dato che C.(R™) ¢ denso in LP(R™) segue il

QED

1 Osserviamo che stiamo integrando una funzione continua a valori in uno spazio di Banach
L“: dovrebbe essere ovvio che la definizione di questo integrale procede come nel caso di
funzioni a valori reali; ad esempio, essendo la funzione continua, possiamo definire I'integrale
come limite (nella norma di L®) di somme integrali alla Riemann; in generale 'integrazione ha
valori in uno spazio di Banach ha perfettamente senso e si dice integrazione alla Bochner.
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8.6.7 Corollario Se p,q,r sono tali che 1 < p,q,r < < €

1 1 1
_:_+__1
r - p g

allora, per ogni f € LP(R™) e g € LY(R"):

f(@ —y)g(y)dy
Rn
definisce un elemento di L"(R™) che si denota f * g ed é tale che
f gl < N[f1lzellg]] L

In particolare: per ¢ = 1 deduciamo che la mappa lineare
p: L/RY) — D'(RY)
g—fxg

e continua e ||p]| < ||f]|z1, mentre per p = ¢ = 1 deduciamo cha la mappa
bilineare

L'R™) x L'(R") — L'(R"™)
(f,9) — f*g
¢ continua e ||f * g|{zr < ||fllz1]lg]lz:. Cioe lo spazio di Banach L'(R") dotato
dell’operazione di convoluzione ¢ un’algebra di Banach commutativa (cfr. capitolo
seguente).

Osserviamo ora che se f,g € C*(R"), le formule di Leibniz e di derivazione
sotto il segno di integrale implicano che f % g & derivabile rispetto a x e

0 _of dg
Ora,se A C R"e f,geC(R™) (ed una delle due ha supporto compatto), definendo
f(zr)sexe A\ suppg
{8

0 altrimenti

xg=fx*

abbiamo allora, per x € A
frglx) = s fa(@)g(y)dy = fa = g(z)

Applicando questa osservazione a df/0z; otteniamo, per ogni z € A:

0 O | gl
0[[’1' 8371 4 gllet

Se suppg e A sono compatti la parte destra di questa disuguaglianza e finita,
quindi

fxg(z)

< sup
yEA\supp g
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8.6.8 Proposizione Se 0 < m < oo e g € LY(R"™) ha supporto compatto allora
la convoluzione f+—— f* g é lineare e continua da C™(R™) in sé.

Osservando che
supp(f * g) C supp f +suppyg

(somma vettoriale in R™) si trae facilmente il

8.6.9 Corollario Se 0 < m < oo e g € LY(R™) ha supporto compatto allora la
convoluzione f — fx g ¢é lineare e continua da CI"(R™) in se.

Dimostriamo ora che la trasformata di Fourier si comporta come un morfismo
di algebre fra prodotto punto per punto e convoluzione.

8.6.10 Teorema L L
fo=rf+g e frxg=1fg

DIMOSTRAZIONE: Usiamo ovviamente il teorema di Fubini

f/*\g(ﬁ) _/f * g(m)e’%i@’@dx = //f(y)g(x — y)e’Q”i@’@dydx

= [t [ g gy
=F(©)3(®)

Il viceversa segue per il teorema [B.5.5F ogni funzione di Schwartz ¢ della forma h
cosi che@z%:m:h*k:f*@
QED

In analogia a quanto abbiamo fatto per la trasformata di Fourier, vogliamo
ora definire una operazione di convoluzione fra distribuzioni.

8.6.11 Definizione Se T' € S'(R") é una distribuzione temperata allora la di-
stribuzione temperata T definita da

Vo e SR™) (T,¢) =T(P)
¢ la sua trasformata di Fourier.

Dato che la trasformata di Fourier & un isomorfismo fra gli spazi di Schwartz,
vale la formula di inversione per le trasformate di Fourier delle distribuzioni
temperate: prima osserviamo che, se Ty ¢ l'unica distribuzione associata alla
funzione f:

Tf(sf)):/fw
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allora
Tf =Ty

Infatti, se f, p € S(R™) allora, per il teorema di Parceval:

130) = [Fo= [To= [ 1610

8.6.12 Teorema La trasformata di Fourier e l'unica estensione debolmente con-
tinua dell’isomorfismo™: S(R") — S(R*™) agli spazi delle distribuzioni tempe-
rate corrispondenti. Si tratta di una mappa lineare e biunivoca.

DIMOSTRAZIONE: Sia T' € S'(R"™); allora, se ¢, — ¢ 1 S(R"): p, — @ e
quindi T(3,) — T({) e, per definizione T(¢,) — T(¢). Quindi la T — T &
debolmente continua.

QED

8.6.13 Esempio La trasformata di Fourier della derivata della d¢, é:

55\0@0) = 550 (@) - /(p(x)62”<€o,x)

ie. 5/5\0 ¢ la funzione e~ 274&x)

Infine definiamo anche la convoluzione di una distribuzione temperata T' con
una funzione di Schwartz f (se f € una funzione denotiamo con f la funzione

f(z) = f(—x)): N
Vo e S(R") (T f,o) = (T, f*¢)

Dimostriamo che gode delle proprieta attese da una convoluzione.

8.6.14 Teorema La funzione T —— T % f é debolmente continua ed estende la
convoluzione in S(R™). Inoltre

(T f)xg=Tx*(f*9)

Iy
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DIMOSTRAZIONE: La debole continuita e ovvia, come pure il fatto che estenda
la convoluzione usuale:

Ty g(p) =(T;, G * o) = / ) / g(—2)ply — o)dudy
=/f(y)/g(—y—x)90(—$)dxdy = /f(y)/g(z—y)so(Z)dzdy
- / / F)a(z — )dyp(2)dz = Tyag(e)

La debole densita di S(R™) in S'(R™) implica che le due identita per la convolu-
zione di funzioni si estendano alle convoluzioni.
QED



