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Vogliamo qui considerare i tensori che sono probabilmente gli oggetti del-
I’algebra lineare piu utilizzati nelle applicazioni geometriche e fisiche. Ai fisici
interessanto perché rappresentano grandezze la cui forma e la stessa in tutti
i sistemi di riferimento, e che quindi sono adatti ad espeimere le leggi fisiche
delle cosiddette “teorie del campo”, come Elettromagnetismo, Relativita, ecc.

A noi interessano perché consentono di formulare in modo intrinseco al-
cune costruzioni fondamentali algebriche e geometriche, come le forme diffe-
renziali.

Ora e nel seguito supporremo di avere a che fare con spazi vettoriali di
dimensione finita su un campo K, che potremo limitarci a pensare come i
numeri reali R o complessi C.

Consideriamo quindi due spazi vettoriali V' e W. Vogliamo costruire a
partire da questi due un nuovo spazio vettoriale di dimensione finita che abba
il diritto di dirsi “prodotto” dei due dati. L’idea e che i suoi elementi, che
saranno formati a partre dagli elementi di V' e W non dovranno soddisfare
altre relazioni se non quelle di bilinearita.

Ricordiamo che una mappa bilineare fra gli spazi vettoriali V', W e Z e
una applicazione

FVXW > Z

tale che, fissato un qualsiasi v € V' la mappa w — f(v,w) sia lineare da W a
7 e, fissato un qualsiasi w € W la mappa v — f(v,w) sia lineare da V a Z.
Quando Z =K f si fice forma bilineare. Ad esempio un prodotto scalare
su uno spazio vettoriale reale ¢ una forma bilineare.
Il problema che ora ci poniamo ¢ di trovare uno spazio vettoriale “univer-
sale” rispetto al concetto di bilinearita, e la risposta e fornita dal seguente
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Teorema .1 Se V' eW sono spazi vettoriali su K allora esiste uno spazio
vettoriale T' su K ed una mappa bilineare

T7:VxW—=T

tale che

(1) Per ogni mappa bilineare f : V x W — Z esiste un’unica mappa lineare
fe: T — Z tale che f = f, o7, i.e. che il sequente diagramma

V xW T T

A

(2) Se (vi,...,v,) € una base di V e (wy,...,wy) € una base di W allora
{m(vi,w;)}:; € una base di T

DIMOSTRAZIONE: Questa dimostrazione non e la piu raffinata ma ha il pregio
della concretezza: consideriamo la base (vy,...,v,) di V' e la base (w1, ..., wy,)
di W, ed associamo ad ogni coppia (v;, w;) un simbolo 7;;. Allora lo spazio
vettoriale 7" generato su K dai simboli 7;; ha dimensione nm, ed ¢ formato
da tutti le combinazioni lineari formali

E a,ijTij
i,J

con a;; € K. In altri termini le {7;;} sono per definizione una base di 7.
Definiamo ora la mappa 7 su una coppia qualsiasi di vettori di V e W,
espressi in termini delle loro basi come v =), z;v;, e w =) ; yjw;, nel modo

seguente:
T(’ZJ,U}) = E xiijij
/[:7-7

Per definizione questa mappa e bilineare. Verifichiamo ora i due enunciati del
teorema.
Sia dunque f la nostra mappa bilineare. Se definiamo

fu(Ti5) = f(vi, w;)

questo determina un’unica mappa lineare su T (infatti ’abbiamo definita sulla
sua base {7;;}) e per definizione si ha f = f, oT.

Per dimostrare il secondo enunciato, basta considerare due altre basidi V' e
W (v, ...,v5) e (wy, ..., w;,). Dobbiamo dimostrare che gli elementi {7 (v}, w})}

s Up
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costituiscono una base di 7. Ma di certo questi elementi generano 7', in
quanto, per ogni coppia (v,w) € V x W esistono dei coefficienti in K tali
che

v = g v,
. /
w = Yiw;

Sicché, per bilinearita di 7:
T<U7 U}) = Z xiyj7<v£7 w;)
i,J

e quindi ogni elemento di 7' si esprime come combinazione lineare degli
{7 (vi,w})}. Inoltre, dato che questi elementi sono nm e che la dimensione
di T pure e nm, devono necessariamente costituirne una base.

QED

Osserviamo che la definizione di T" & ben posta in virtu del secondo enun-
ciato del teorema, non dipende cioe dalla scelta delle basi fissate in V e W
per costruire i generatori di 7.

Un altro corollario immediato del teorema e che lo spazio T' & unico a
meno di isomorfismi: infatti se ne esiste un altro, diciamo 7" soddisfacente
alla proprieta (1) del teorema, possiamo applicare il teorema a 7" con Z =T
ef=1edaTcon Z =T e f=7, ottenendo cosi due mappe 7, e 7. che
sono ovviamente 'una l'inversa dell’altra e dunque realizzano un isomorfismo
di T con T".

D’ora in poi indicheremo lo spazio 1" associato a Ve W con V @ W,
e lo chiameremo prodotto tensoriale di V' e W. Inoltre al posto di 7(v,w)
scriveremo v ® w e chiameremo gli elementi di V @ W tensori.

Per costruzione si ha

dim(V @ W) = dim (V') dim(W)

Come esercizio lasciamo la verifica dell’esistenza dei seguenti isomorfismi
canonici (tutto cio che bisogna usare ¢ il teorema 1):

VeoW2weV
VeoWeZ)2(VeW)® Z)

Dimostriamo invece la

Proposizione .2 V* @ W = Hom(V,W).
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DIMOSTRAZIONE: Definiamo esplicitamente:

F:V*@W — Hom(V,W)
o ®w s (v (o))

Cioe, al tensore p @ w (ove ¢ € V* e w € W) assegnamo la mappa li-

neare Iyg, : V — W che calcolata su un elemento v da come risultato

w(v)w. E un’ovvia verifica che F ¢ lineare e ben definita. Per vedere che & un
isomorfismo basta osservare che e iniettiva, il che e ovvio.

QED

Il seguente fatto ¢ banale, ma molto importante, ed esprime la cosiddetta

funtorialita del prodotto tensoriale: se f:V — U e g: W — Z sono mappe
lineari di spazi vettoriali allora e definita la mappa lineare

fRg: VW --U®Z

come

(f@g)lv@w):= f(v)@gw)

Esercizio .3
(1) Dimostrare che V@K =V.
(2) Dimostrare che ha luogo l'isomorfismo V* @ W* = (V @ W)*.

(3) Se V' & uno spazio vettoriale reale, possiamo considerare V¢ := V @ C ove
C ¢ visto come spazio reale bidimensionale. Dimostrare che VC & uno spazio
vettoriale complesso ed indentificarne una base a partire da una base di V.

Per concludere questa discussione del prodotto tensoriale notiamo il mo-
tivo per quale lo si puo considerare una versione intrinseca del concetto di
multilinearita: ha luogo infatti 'isomorfismo

(Ve W) =Bil(V,W)

ove Bil(v, W) denota lo spazio delle forme bilineari su V' x W. Questo iso-
morfismo ¢ semplicemente un modo differente di esprimere la proprieta (1)
del Teorema 1.

In modo del tutto analogo, considerando per uno spazio vettoriale V' le sue
potenze tensoriali V2 := V@V, Ve =V @V ®V, .. possiamo identificare
le forme multilineari sullo spazio vettoriale V' con le forme lineari sui tensori

di V.
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Introduciamo ora un oggetto molto importante, 1’algebra tensoriale. Par-
tiamo dal solito spazio vettoriale V su K. Ovviamente possiamo iterare il pro-
dotto tensoriale quante volte vogliamo, e cosi considerare le potenze tensoriali
diV: Ve =K Vel =V, . ven |

Lo spazio vettoriale (di dimensione infinita)

(V)= é yen

si chiama algebra tensoriale. E infatti un’algebra associativa rispetto ad un
ovvio prodotto che possiamo definire nel modo seguente: se (vy, ..., v,) € una
base di V, allora un tipico elemento di T'(V) ¢ della forma

E E iy .. i Vi ® ... & [

ove la somma su k e finita e gli indici possono anche essere ripetuti, ed i coef-
ficienti stanno ovviamente in K. Cioe i tensori che stanno in 7'(V'), che sono
tutti i tensori possibili su V', sono una specie di polinomi nelle variabili {v;},
con la notevole eccezione di non essere commutativi, in quanto ovviamente
v®w # w®v. Che T(V) sia uno spazio vettoriale ¢ vero per costruzione,
mentre la struttura di algebra si ha considerando il prodotto definito come:

Uh ® ® Uik . Ujl ® ® ’Ujh = Uh ® ® Uik ® Ujl ® ® ’Ujh

Questo e ovviamente un prodotto associativo ed ha un’unita che e poi I'l di
KcT(V).

L’algebra tensoriale ¢ ovviamente di dimensione infinita (possiamo pensa-
re i suoi elementi come “polinomi non commutativi” negli elementi di V), e
graduata, nel senso che si decompone in somma diretta di sottospazi vettoriali
(per costruzione). Ha cosi senso parlare di grado di un tensore: un elemento
x € T(V) ha grado n se si scrive come somma di elementi di potenze ten-
soriali di V' non maggiori della n-ma (del tutto analogamente al grado dei
polinomi: algebra K[ X7, ..., X,,] & infatti graduata ed il grado & quello usuale
dei polinomi).

Consideriamo in T'(V') I'ideale I(V') generato dagli elementi della forma
v® v per v € V, e quindi il quoziente

AV) = T(V)/1(V)

Denotiamo 'immagine di un tensore v;, ®...®v;, € T(V') nel quoziente A(V')
con la scrittura v;, A ... A v;,. Poiche 'ideale I(V') e graduato, nel senso che
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se I*(V) := I(V) NV allora
V)= rw)

anche 'algebra A(V') ¢ graduata:
AV) =D AH(V)
k
con
N(V) = VEE/TNY)

Questa nuova algebra e stata costruita in modo che i suoi elementi, oltre a
soddisfare le relazioni multilineari dei tensori qualsiasi, soddisfino anche quelle
antisimmetriche, cioe se v e w sono in V' allora

VAW =—wAv

e quindi
vAv =0

Da qui per induzione:
Vo € AR(V) Wy e A'NV) Ay =(=DfyAa

Gli elementi di A(V') si dicono tensori antisimmetrici, e A(V') si dice algebra
esterna su V.

Ora ci concentreremo sui singoli addenti AF(V) dell’algebra esterna. Con-
sideriamo cioe il solito spazio vettoriale V' di dimensione n con la solita base
(v1,...,v,), e algebra esterna di grado k su V: AFV.

Vogliamo caratterizzare questo spazio in termini di mappe multilineari,
come abbiamo fatto per i tensori. Intanto osserviamo che A*V si ottiene da
V@k quozientando per il sottospazio generato dai vettori v A v, e quindi i suoi
elementi, che hanno la forma

E Qg ...4;,Viy VANRAN (%

verificano relazioni del tipo:
(A VAN /\UZ']. VAN /\’Uij VAN /\’Uik =0
Ora consideriamo le applicazioni multilineari alterne di V' in sé, cioe le funzioni

fVEs W
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multilineari e tali che

F(Vigs oo 0y ey vy ey v,) =0

il che ovviamente implica

Figs o0y yw, oy 05,) = = f(Uiy, oo, w0, 0, 0;,)

Se W = K abbiamo il concetto di forma multilineare alternante in k variabili:
un esempio che dovrebbe essere noto e il determinante di una matrice: se
vediamo una matrice A come la successione ordinata dei vettori colonna che
la compongono, A = (A, ..., A"), il determinante

det : V" - K

e multilineare alternante, e si puo completamente caratterizzare aggiungendo
la condizione

det(l) =1

che il determinante della matrice identica sia 1.
Proprio il determinante interviene nella dimostrazione del seguente teore-
ma:

Teorema .4 Se V e W sono spazi vettoriali su K e se
f:VvF W

e una funzione multilineare alternante, dati qualsiasi wy,...,wy € V e se
A = ((a;;)) € una matrice, allora, se

k
Uy = E a1;W;, R U = E Qi W;
i i=1

st ha che
flug, ..,uy) = det(A) f(wy, ..., wg)

DIMOSTRAZIONE: Intanto si ha
k

k
f(ul, -'7uk) =f <Z A1;Wiy .., Z%i%‘)
i=1

i=1

e, per multilinearita, si ottiene

Z F (@101 Wo (1), s Q1006 Wo(k) )
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ove la somma ¢ estesa a tutte le possibili mappe o : {1, ...k} — {1,...,k} che
riordinano k elementi. Questa somma € pari a

Z a1,0(1) Ao (k) f (Wo(1), - Wok))

sempre per multilinearita. Osserviamo che la somma in realta non e estesa
a tutte le combinazioni possibili di elementi, ma solo alle permutazioni, cioe
alle mappe ¢ biunivoche, perché nel caso di una combinazione di termini che
non sia una permutazione, nel termine f(wq(1y, ..., Wo(r)) due o pitt argomenti
sono uguali e quindi il termine e nullo, per alternanza di f. Otteniamo cioe

Z a1,0(1) o (k) f (W (1), -y Woi))

€Sk

ove Sy ¢ il gruppo simmetrico su k elementi (cioe I'insieme di tutte le permu-
tazioni su k elementi). Ora, ogni permutazione o € Sy si puo ottenere come
una sequenza di scambi fra coppie di elementi: quando scambiamo due argo-
menti nel temine f(we(1), ..., Wo)) il segno cambia (per alternanza) e quindi
una volta effettuata la permutazione, otteniamo un fattore (—1)*%@ ove il
segno di una permutazione ¢ il numero di scambi che la compongono.

Insomma, trasformare il termine f(wq(1y,..., Wor)) in f(wy, ..., wy) com-
porta unicamente I’apparizione di un segno (—1)*&"°() e quindi la somma
precedente si trasforma in

f(ul, ey uk) = Z (—1)Segn°(”)a1,o(1)...ak,o(k)f(wl, ey wk)

o€Sk

che ¢ uguale a

det(A) f(wy, ..., wg)

QED

Il fatto che il determinante di A sia definito come

det(A) = Z (‘DSegno(a)aLo(l) Qo (k)

o€Sk

segue dal familiare sviluppo di Laplace, e costituisce un esercizio di calcolo
combinatorio (nel farlo puo essere utile esaminare i casi k = 2 e k = 3
separatamente...)

La comprensione del teorema precedente e cruciale per capire le forme
alternanti. Abbiamo comunque bisogno di una versione piu generale di questo
teorema, la cui dimostrazione proveremo a lasciare per esercizio, non prima
d’aver messo in grado il lettore di risolverlo, per via delle seguenti osservazioni.
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Consideriamo una matrice A di dimensioni £ X n e con k < n ed un sot-
toinsieme S dell’insieme di interi {1, ...,n} con k elementi. Di tali sottoinsiemi

ve ne sono
n
k

come noto dal calcolo combinatorio. Se questi elementi sono S = {iy, ..., i}
allora possiamo assumere che siano ordinati: i1 < ... < i;. Consideriamo una
funzione

o:{l,.,k} =S

cioe un modo di associare ad un numero fra 1 e £ un elemento di S e suppo-
niamo che questa funzione sia iniettiva. Allora & biunivoca (perché?) e quindi
definisce una permutazione di S. Ad esempio, sen =4ek =3,e S = {1, 3,4},
la permutazione o definita da

o(l)=4 o(3)=1 o(4)=3

ha segno +1.

Se chiamiamo P(S) 'insieme delle permutazioni degil elementi di S (che
e dire l'inisieme delle biiezioni di S in sé, e se torniamo alla nostra matrice
A = ((aij)), per ogni insieme S di cardinalita k possiamo considerare il minore
k x k di A costituito dagli elementi a;; tali che j € S. Denotiamo con

det S(A)

il determinante di questo minore. Allora e

dets(A) = Z (_1)segno(0)a170(1)makﬂ(k)

oeP(S)
Ora siano wy, ..., w, elementi in V', e per ognuno degli insiemi S definiamo
wg = (wiu 7wzk)

ove gli elementi di S sono tali che i; < ... < ;. A questo punto, usando le
notazioni introdotte, il lettore dovrebbe dimostrare il seguente

Teorema .5 Se V e W sono K-spazi vettoriali, se
f:vFsw

¢ una mappa multilineare alternante, se wy, ..., w, sono elementi di V e A e
una matrice k X n e se

n n
Uy = E a1;Wi, T, Uy = E Qi Wi
i=1 i=1
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allora

flur, ug) =) det s(A) f(ws)

(Come suggerimento si osservi che la dimostrazione ¢ simile a quella del teo-
rema precedente, salvo in un punto nel quale bisogna spezzare la somma )

come Y Zaep(s)).

Siamo ora in grado di dimostrare una proprieta universale dei prodotti
esterni, analoga al teorema 1:

Teorema .6 Se V' ¢é uno spazio vettoriale div dimensione n su K e se k ¢
un intero tale che 1 < k < n allora esiste un unico spazio vettoriale A di
dimensione finita su K, ed una mappa multilineare alternante

A VFE S A
tale che

(1) Se W ¢ uno spazio vettoriale e se f : V¥ — W ¢ una mappa multilineare
alternante, allora esiste un’unica mappa lineare f, : A — W tale che
f = fio A, e che il sequente diagramma

(2) Se (v1,...,v,) € una base di V' allora{\(vi,,...,v;, )} con 1 < iy < ... <
i, < n éuna base di W.

DIMOSTRAZIONE: Procediamo in modo analogo al teorema 1, considerando
per ogni sottoinsieme S di {1,...,n} si k elementi un simbolo Ag, e prendendo
lo spazio vettoriale generato da questi simboli su K, che ha dimensione (Z),
e che denotiamo A. Se ora {vy,...,v,} € una base di V, se {uy,...,ux} sono
elementi di V' e la matrice A e definita come

n

U; = E aijvj

J=1

allora la mappa A si definisce come:

Mur, ug) =Y det s(A)Ag
S
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Che si tratti di una mappa multilineare alternante segue dalle proprieta dei
determinanti, ed e pure un fatto ovvio che

)\(Uil, ey 'Uik) = )\S

se S ={i1,..., 0} con iy < ... <.
La dimostrazione della (1) si riduce alla semplice osservazione che se f :
VF — W & multilineare alternante, la mappa

f*()‘s) = f(viu "'7vik)

¢ ben definita su una base di A e quindi si estende ad un’unica mappa lineare
da Ain W.

La dimostrazione della (2) si lascia come esercizio: di nuovo bastera notare

che gli elementi {A(v;,, ..., v;,)} generano A e sono esattamente (7).

QED

Di nuovo possiamo dedurre 'unicita dello spazio A dalla sua proprieta

universale, ed & un esercizio vedere che la potenza esterna A*(V) soddisfa

questa proprieta: ne segue che abbiamo una naturale identificazione
=%
che, a livello di basi, e

A(Viys s U3) > 03 A A,

Osserviamo che il risultato precedente puo riformularsi dicendo che lo spa-
zio delle forme multilineari alternanti ¢ isomorfo allo spazio duale dei tensori
antisimmetrici:

Alt(VF K) = (AF(V))*
Inoltre, e possibile associare ad una mappa f : V' — W lineare la sua potenza
esterna k-ma A f : AV — AFIW definita come

N F (s oo ug) = fun) A A f(ug)
In particolare, dato che

dim(AF(V)) = (di”;{fv))

osserviamo che la massima potenza esterna (k = n) di V' ¢ unidimensionale:
inoltre, dato che v A v = 0, non possono esservi potenze esterne (n + 1)-
dimensionali o piu, e quindi I’algebra esterna e finito dimensionale!

Dato che A"(V') = K, una sua base ¢ data da un qualsiasi scalare non nullo:
una scelta naturale e proprio la funzione determinante, che si caratterizza con
la condizione det(1) = 1.
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Esercizio .7 Se dim(V)=nese f:V — V & una mappa lineare, allora la mappa
A" o AM(V) — A™(V) ¢ semplicemente una mappa lineare di K in se, cioe la
moltiplicazione per uno scalare. Dimostrare che

(A" f)(x) = det(f)z

Per finire vogliamo osservare che un caso particolare di prodotto esterno e
certo noto al lettore: si tratta del prodotto vettoriale. Ricordiamo infatti che
se V' ha dimensione 3, e definito il prodotto vettoriale di due suoi elementi:

V1Wo — VoW
[v,w] == | viws — vswy
VW3 — V3Wa2

se v = (v, v9,v3) e w = (wy, ws, ws). Ma si ha
[v,w] =vAw

Infatti dim(A?V) = dim(V) = 3 (in questo caso e solo in questo caso la
dimensione di V' coincide con quella della sua seconda potenza esterna), e dato
che il prodotto vettoriale ¢ una funzione bilineare alternante, per universalita
si ha la formula precedente.

Questa e una particolarita della dimensione 3, che ha molte ripercussioni
in fisica, ad esempio nello scrivere le equazioni dei moti rigidi: si potrebbe
dire che lo spazio reale ha tre dimensioni perche c’e questa coincidenza fra la
dimensione di R? e quella di A2R3!!!
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