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CAPITOLO 2

Algebra delle parentesi di Poisson

In questo capitolo affrontiamo le strutture di Poisson da un punto di
vista formale con lo scopo di trattare in modo completo e generale il
calcolo differenziale di Poisson: inquadreremo quindi la teoria delle
parentesi di Poisson nel contesto delle algebre associative, e faremo
intervenire il calcolo differenziale nel contesto algebrico, sviluppan-
do per questo scopo gli usuali strumenti di calcolo (differenziali e
connessioni); su una varieta di Poisson esiste una teoria differenziale
“duale che coinvolge i campi vettoriali e le loro potenze esterne piut-
tosto che le forme differenziali: si puod dare una trattazione di questo
calcolo, dovuto sostanzialmente a Lichnerowicz, Koszul, Bhaskara e
Viswanath (cfr. [64], [57], [9]), in modo puramente algebrico, e que-
sto € quello che faremo applicando le nozioni algebriche introdotte
in precedenza.

2.1 Algebre di Poisson

La definizione di varieta di Poisson che abbiamo dato coinvolge in realta
solo l'algebra delle funzioni differenziabili: possiamo in effetti dare questa
definizione in un contesto astratto nel quale ’algebra non sia necessariamente
quella delle funzioni differenziabili di una varieta; a noi interessa solo questo
caso’ ma, specie per sviluppare il calcolo tensoriale, ¢ utile considerare un
contesto piu astratto. Fissiamo dunque un anello commutativo con unita K:
gli esempi principali che abbiamo in mente sono i PID (come Z, o le serie
formali su un PID) e i campi (e.g. reali o complessi).

Definizione 2.1.1 Un'algebra di Poisson é una terna (A, -, {}) tale che:

(1) A sia una K-algebra associativa rispetto al prodotto -;

(2) A sia una K-algebra di Lie rispetto alle parentesi { };

!La teoria generale delle algebre di Poisson non & mai stata oggetto di ricerca: il prin-
cipale motivo ¢ senza dubbio 'assenza di esempi non geometrici; I’unico aspetto che ha
suscitato interesse e diverse ricerche & il rapporto con il caso non commutativo (cfr. [38],
[?]), studiato nella teoria della quantizzazione per deformazione (cfr. [?], [44], [?]).
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42 SAGGIO SULLA GEOMETRIA DELLE PARENTESI DI POISSON

(3) Va,b,ce A {ab,c} = a{b,c} + {a,c}b (identita di Leibniz).

L’operazione associativa - si dice prodotto e l'operazione di Lie { } si dice
parentesi di Poisson.

Dunque un’algebra di Poisson e caratterizzata da tre assiomi: 1’associativita
rispetto al prodotto, I'identita di Jacobi rispetto alle parentesi e la regola di
Leibniz, che costituisce una condizione di compatibilita fra la struttura di
Lie e quella associativa. A priori un’algebra di Poisson non € necessariamen-
te commutativa rispetto al prodotto - benché sia sempre anticommutativa
rispetto alle parentesi di Poisson {} (il che fornisce una blanda motivazio-
ne estetica alla considerazione di algebre commutative: in questo caso esiste
infatti una maggior simmetria fra la struttura associativa e quella di Lie).

Esempio. Se A ¢ un’algebra associativa allora possiamo renderla un’algebra
di Lie [A] ponendo [a,b] = ab — ba; rispetto a questa struttura

(%) [ab,c] = (ab)c — c(ab) = a(bc) — a(cb) + (ac)b — (ca)b = alb, c] + [a, c|b

e quindi abbiamo un’algebra di Poisson. Si noti che, tuttavia, la struttura
di Poisson, cosi come quella di Lie, ¢ completamente determinata da quella
associativa.

Esempio. Se g ¢ un’algebra di Lie allora la sua algebra inviluppante uni-
versale U(g) ¢ un’algebra di Poisson per via dello stesso calcolo (*) o, se si
vuole, per il fatto che i funtori che assegnano ad un’algebra associativa A
'algebra di Lie [A] e all’algebra di Lie g la sua inviluppante universale U(g)
sono aggiunti.

Esempio. Banalmente ogni algebra di Lie e ogni algebra associativa sono
algebre di Poisson rispettivamente rispetto alla struttura associativa e alla
struttura di Lie nulla.

In generale gli esempi che ci interessano di algebre di Poisson sono tutti del
tipo A = C°°(M) ove M ¢ una varieta di Poisson: in effetti dire che M ¢ un
varieta di Poisson equivale ad affermare che C*°(M) ¢ un’algebra di Poisson.
Per questo motivo ci limitiamo, d’ora in poi, a considerare esclusivamente
algebre commutative e con unita: con algebra di Poisson si intendera dunque
un’algebra di Poisson commutativa con unita.

Questa restrizione, vediamo immediatamente, elimina alcune situazioni
“tautologiche, come gli esempi precedenti nei quali la struttura di Poisson era
in realta contenuta in una struttura associativa o di Lie. In effetti, imponendo
che A sia commutativa, la struttura di Poisson, se non ¢ banale, non puo essere
la struttura di Lie indotta dal prodotto associativo di A, che infatti e abeliana.
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I due esempi principali di algebre di Poisson sono i seguenti: li abbiamo
gia considerati ma qui sono presentati svestiti dei loro panni geometrici.

Esempio. Consideriamo uno spazio vettoriale V', il suo duale V* e 'algebra
simmetrica Sym(V*@® V') sulla somma diretta dei due spazi (se V' ¢ uno spazio
vettoriale topologico si considerera 1’algebra dei tensori simmetrici continui).
Quest’ultima & un’algebra associativa commutativa (in un certo senso ¢, fra
tali algebre, la pitl generale possibile) isomorfa a Sym V* ® Sym V', che pos-
siamo rendere un’algebra di Lie rispetto alle parentesi simplettiche con una
definizione induttiva sul grado degli elementi di Sym(V*@®V): fra un elemento
qualsiasi s e un elemento di grado zero ¢ (una costante) si pone per definizione
{s,c} = 0; sugli elementi di grado uno si pone

{e@ f,iy@g)=7(f) — ¢lg)

(p,vy € V*e f,g € V) e si estende in grado superiore per bilinearita in mo-
do da rispettare 'identita di Leibniz. Poiché la parentesi fra due elementi
qualsiasi € una costante, l'identita di Jacobi ¢ banalmente verificata, e quindi
otteniamo una struttura di Poisson che si dice simplettica sullo spazio vetto-
riale V. Se V' = R" otteniamo semplicemente la restrizione della struttura di
Poisson canonica alle funzioni polinomiali in C°°(R?").

Esempio. Consideriamo di nuovo ’algebra simmetrica ma stavolta su uno
spazio vettoriale V' il cui duale sia un’algebra di Lie g (ad esempio, in di-
mensione finita, basta V' = g*). Le parentesi che vogliamo definire stavolta
non sono costanti, ma lineari: sia U(g) l'algebra inviluppante universale di
g; il teorema di Poincaré-Birkhoff-Witt (cfr. [94, §3]) afferma che esiste un
isomorfismo di algebre graduate

Grid(g) = Sym(g)

fra 'algebra graduata associata alla filtrazione naturale dell’algebra invilup-
pante universale e l'algebra simmetrica su g. Possiamo rendere Grif(g) e
quindi Sym(g) un’algebra di Poisson usando la struttura di Lie su g come
segue: ricordiamo intanto che ’algebra g si immerge in U(g) e che I'algebra
inviluppante universale ¢ filtrata come (cfr. [94] §3])

Uy CU ClU; C...CU, C ...

ove Uy = K e Uy, ¢ generato da K e dai prodotti z;...xy (con h < k) di elementi
dell’algebra di Lie (da cui Uy = K@ g). Allora

Grid(g) = @ Up11

U
k>0 Ok
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Un elemento di grado k & dunque una classe di equivalenza [z] di prodot-
ti di al pit k elementi di g; possiamo allora definire una mappa bilineare
antisimmetrica { } : Uy X Uy, — Up 1 come

{[=], [y]} = [zy — y=]

(si noti che 'immagine € in Uy, 1 € non Uy, in virtu della proprieta univer-
sale dell’algebra inviluppante: ad esempio se z,y hanno grado uno, e quindi
sono elementi di g, xy —yx ha pure grado uno venendo a coincidere con [z, y]).

Rispetto alle parentesi {} l'algebra Grif(g) ¢ di Poisson: lidentita di
Leibniz si verifica agevolmente

{[=][], [2]} = {[zy], [2]} = [vyz — zay] = [vyz — 22y + 22y — 22Y]
= [2(yz — 2y)] + [(x2 — zx)y] = [={[y], [2]} + {[z], [2]}[¥]

mentre 'identita di Jacobi segue da quella per le parentesi di Lie in grado
uno e, per induzione, in grado qualsiasi.

Osserviamo che Sym(g) puo vedersi come ’algebra delle funzioni polino-
miali sullo spazio g* e quindi la struttura di Poisson su questa algebra di
funzioni e la struttura di Lie-Poisson da noi introdotta nel caso reale: pre-
cisamente, se K = R e dimg < oo, allora Sym(g*) C C*(g*) e le parentesi
appena introdotte sono esattamente la restrizione ai polinomi delle parentesi
di Lie-Poisson. Una discussione dettagliata di questo approccio alle strutture
di Lie-Poisson e del legame fra algebre di Lie e varieta di Lie—Poisson (ad
esempio con una dimostrazione del teorema di Poincaré-Birkhoff-Witt che
faccia intervenire questa struttura di Poisson) si puo trovare in [17].

L’esempio precedente ammette una generalizzazione, come osservato da
Krasilscik e Vinogradov [60]: in effetti supponiamo che A sia una K-algebra
associativa con unita (non necessariamente commutativa) e filtrata, cioe espri-
mibile come unione |J, .y A, di sottospazi tali che

A CA CAC...CA, 1 CA, CA C ...
in modo che il prodotto associativo sia compatibile con la filtrazione:
Ai-Aj C Ay
Supponiamo ora che l'algebra A soddisfi alla ulteriore condizione
(KV) [Ai, Aj] C Aiyj

ove [] & il commutatore indotto dal prodotto associativo (stiamo cioé suppo-
nendo che ab —ba € A;1j_1 se a € A; e b € Aj. Allora l'algebra graduata
assoclata

GrA=
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e un’algebra di Poisson rispetto al prodotto associativo e al commutatore
passati al quoziente: questo si vede esattamente come nel caso A = U(g).

In effetti questa generalizzazione non e tale, perché un’algebra filtrata che
soddisfi alla ipotesi (KV) & sempre 'algebra inviluppante di qualche algebra
di Lie; precisamente basta considerare A;, notare che la condizione (KV)
diviene [A;, A;] C A; e quindi che A; & un’algebra di Lie la cui inviluppante
universale e, per definizione, A stessa.

Esempio. Un altro esempio di origine geometrica di algebra filtrata e 1’al-
gebra degli operatori differenziali su una varieta: possiamo infatti definire il
concetto di operatore differenziale su un’algebra associativa A come segue
(cfr. [60], [59], [10]); per prima cosa definiamo, fissato a € A, la mappa

Mot A— A
di moltiplicazione a sinistra: p,(b) = ab, e, se X € Endg(A), poniamo
Do(X) = [pta; X]

Si tratta di una mappa K-lineare tanto nella a quanto nella X; definiamo
inoltre

Davay..ap = DagDa, ... Do,

Definizione 2.1.2 Un operatore differenziale ¢ un operatore K-lineare X :
A — A tale che

Vag Vay... Va, Dagay..ap(X) =0

n si dice ['ordine dell’operatore.

Se A = C>(M) e l'algebra delle funzioni di una varieta otteniamo il clas-
sico concetto di operatore differenziale (cfr. [30, §XVII-13]): la condizione che
D sia un operatore differenziale di ordine n puo pit semplicemente scriversi
D™ (X) = 0. Consideriamo ora lo spazio

D,(A) = {X € Endg(A4) | D" (X) = 0}
Evidentemente Do(A) = {ftq}aca €
D (4) CDnya(A)
Allora l'insieme

D(4) = | Du(4)

neN
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e un’algebra associativa filtrata: si puo dimostrare, per induzione sull’ordine
degli operatori (cfr. [10]), che

[Qn(A)v ©m<A)] C @n+m—1<A>

e quindi possiamo definire sul graduato associato Gr®(A) una struttura di
Poisson: ma questo graduato associato non ¢ altro che 1’algebra commutativa
dei simboli degli operatori differenziali.

Come esempio possiamo considerare uno spazio vettoriale V' e ’algebra
degli operatori differenziali © (V') che si ottiene con la costruzione precedente
considerando 'algebra simmetrica A = Sym(V); si tratta, fissata una base
(é1, ..., e,) dell’algebra dei polinomi, e un operatore differenziale equivale si

scrive come
X = E Pa0”

laf<n

ove a = (ay, ..., a,) € un multiindice e 9% = 07*...0%" essendo 0; la derivazione
associata all’elemento e; (9;¢/ = d;;). Possiamo allora considerare il simbolo
dell’operatore X, cioe la funzione ox : V x V* — K definita come

ox(v,0) = Y palv)@it. i

laj=n

ove ¢ = Y . e’ nella base (e',...,e") duale di (ey,...,e,). Non ¢ difficile
verificare che

OxXy = 0x0y

e in effetti il simbolo si puo identificare con un elemento del graduato associato
di ®(V), come ¢ evidente dalla definizione. Poiché si tratta di una funzione
polinomiale abbiamo

0:9(V) — Sym(V x V*)

funzione che passa al quoziente definendo un isomorfismo di algebre associa-
tive

7:Gro(V) — Sym(V x V)

La prima e un’algebra di Poisson in quanto graduata associata ad un’algebra
filtrata (che soddisfa la (KV)), la seconda & un’algebra di Poisson (il nostro
primo esempio): si puo dimostrare (cfr. [10]) che o & un isomorfismo di algebre
di Poisson. Questo e un esempio astratto di “riduzione di Poisson, fenomeno
assai studiato nel caso delle varieta simplettiche [74] e di Poisson [?].
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Osserviamo che le algebre di Poisson su K formano ovviamente una ca-
tegoria, rispetto ai morfismi di Poisson, vale a dire rispetto ai morfismi
f A — B di algebre associative che siano anche morfismi di algebre di
Lie:

Ha, by ={f(a), f(0)} e flab) = f(a)f (D)

Naturalmente abbiamo le seguenti definizioni:

Definizione 2.1.3 Una sottoalgebra di Poisson di un’algebra di Poisson A é
una sottoalgebra associativa di A che sia anche una sottoalgebra di Lie. Una

sottoalgebra di Poisson ¢ un ideale di Poisson se ¢ un ideale associativo e un
1deale di Lie.

La piu importante sottoalgebra di un’algebra di Poisson ¢ la sottoalgebra di
Casimir (o spazio degli elementi di Casimir), che & semplicemente il centro

dell’algebra di Lie (A, {}):
CasA={ce A|Vac A {a,c} =0}

In termini meccanici gli elementi di Casimir sono le costanti del moto di un
qualsiasi sistema hamiltoniano relativo alle parentesi di Poisson dell’algebra
A. Si noti che Cas A non e un ideale di Poisson ma solo un ideale di Lie:
infatti se c € Cas A e a,b € A allora {ca, b} = c¢{a, b}.

Si consideri ad esempio 'algebra A = C*°(S) di Poisson di una varieta
simplettica S: abbiamo gia osservato come le sue funzioni di Casimir siano
quelle localmente costanti:

{fi9} =w(X;, Xy) =0

per ogni g implica (dato che la forma w & non degenere) che df = 0. Questo
ci induce a considerare le algebre delle funzioni differenziabili delle varieta
simplettiche come “semplici, anche se non nel senso algebrico del termine”
ovvero, con locuzione piul appropriata, non degeneri.

Possiamo anche, nella categoria delle algebre di Poisson, considerare le
usuali costruzioni algebriche per produrre nuove algebre a partire da alge-
bre date, ad esempio intersezioni, somme dirette e quozienti per ideali; dato

2Trattando oggetti di dimensione infinita & quasi impossibile imbattersi in algebre sem-
plici nel senso algebrico del termine (senza ideali non banali, nel caso delle algebre di Lie):
in effetti le algebre di funzioni che stiamo considerando sono “cosi grandi che debbono
per forza contenere almeno le funzioni localmente costanti: se vogliamo questo & dovuto
al fatto che sono anche algebre associative che posseggono l'identita, il che rende R una
sottoalgebra in modo automatico; questo e del tutto analogo a quanto accade nel caso della
teoria delle algebre di Von Neumann, nella quale i fattori, che giocano il ruolo delle algebre
semplici, sono le algebre il cui centro e ridotto alle sole costanti.
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che per noi sono essenziali gli esempi geometrici (le nostre algebre sono sem-
pre algebre di funzioni) e bene tenere a mente come queste costruzioni nella
categoria delle algebre si riverberano nella categoria degli spazi soggiacenti.
In generale, consideriamo una categoria concreta C (ad esempio la ca-
tegoria degli insiemi, dei gruppi, delle varieta differenziabili) che contenga
I’anello K come oggetto e il funtore Fg : C — Ak nella categoria delle K-
algebre associative e commutative che associa ad un oggetto C' di C I'algebra
A(C) generata dai morfismi Hom(C,K) nella categoria C; questo funtore ¢
una equivalenza su una sottocategoria opportuna di Ag: ad esempio, se C &
la categoria degli spazi topologici di Hausdorff localmente compatti e K = C
allora F ¢ una equivalenza sulla categoria delle C*-algebre commutative con
identita (teorema di Gel'’fand-Naijmark). Il comportamento del funtore Fg
rispetto alle operazioni possibili nella categoria C ¢ ovviamente determinato
da quello del funtore Hom(—, K). Il caso che piu ci interessa & quello in cui
K =R e C e la categoria delle varieta differenziabili. In questo caso il funtore
Fr assegna ad una varieta M Dalgebra di Fréchet C*°(M) e alla funzione
differenziabile f : M — N il morfismo f*(¢) = ¢ o f dall’algebra C*°(N)
all’algebra C>°(M), e possiede le seguenti proprieta (cfr. [100], [12], [101]):

Teorema 2.1.4 Siano My e My varieta differenziabili:

(1) Se My C My ¢ una sottovarieta chiusa allora ’algebra C° (M) & un
quoziente di C*°(Ms) (modulo lideale delle funzioni nulle su N ).

(2) f: M, — M, é una mappa differenziabile se e solo se f* : C°(My) —
C>® (M) é un morfismo di algebre.

(3) La categoria dei fibrati vettoriali su My ¢é equivalente alla categoria
dei moduli proiettivi sull’anello C*°(M;).

(4) Se My e My sono varieta differenziabili allora C(M; x M,) é iso-
morfa, come algebra topologica localmente convessa, a C*®(M;) &
C>®(My).

Dato che lo spazio di Fréchet C*°(M) ¢ nucleare (cfr. [89, §III], [?, p. 351]) il
prodotto tensoriale ¢ ben definito in modo univoco.
Il prodotto tensoriale di due algebre di Poisson (commutative) A; e As,
e definito in generale come la struttura di Poisson data dalle seguenti opera-
zloni:
(a1 ® ag) (b1 @ by) = (a1b1) @ (agbs)

{CLl (%9 as, bl (059 bg} = {al, bl} X CLQbQ + (11b1 X {ag, bg}

Si verifica immediatamente che con queste due operazioni lo spazio vettoriale
A; ® Ay e un’algebra di Poisson, che ovviamente si dice prodotto tensoriale
delle algebre di Poisson A e B. Nel caso A = C*®(M;) e B = C*(M;), per
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la (2) del teorema, possiamo considerare la struttura di Poisson sul prodotto
M x M, definita dalle formule appena scritte come 'usuale prodotto di varieta
di Poisson definito nel capitolo precedente.

Si noti che possiamo effettuare il prodotto tensoriale di un’algebra di Pois-
son A con un’algebra associativa o un’algebra di Lie; nel primo caso otteniamo
ad esempio

{a®@d, bV} ={a,b} @dl

e nel secondo
{a®d, bV} =ab® [d,b]

Torniamo ora a considerare algebre di Poisson qualsiasi su un campo K e
osserviamo che l'identita di Leibniz ammette una formulazione in termini di
derivazioni. Una idea ¢ trarre spunto dal caso simplettico e provare a definire
in generale i campi hamiltoniani.

Definizione 2.1.5 Se (A,-,{}) é una K-algebra di Poisson, fissato un ele-
mento a € A, la funzione K-lineare

X,:A— A

definita come
Xa(b) = {a, b}

si dice derivazione hamiltoniana (o campo hamiltoniano) associata ad a.

La terminologia e giustificata dal fatto che I'identita di Leibniz puo, in questa
notazione, esprimersi come

X (ab) = (X.a)b+ aX.b
Abbiamo quindi una funzione K-lineare
X : A— Derg(A)

dall’algebra di Lie (A, {}) all’algebra di Lie Derkx(A) delle K-derivazioni di
(A,-). Si tratta di un morfismo di algebre di Lie, come segue da (ed equivale
a) I'identita di Jacobi:

Xiapye = {{a,b},c} = {a,{b,c}} + {b,{c,a}} = X Xpc — Xp Xoc = [X,, Xi]c

L’immagine di questa mappa X e dunque una K-sottoalgebra di Lie dell’al-
gebra delle derivazioni dell’algebra di Lie (A4, ), composta dai campi hamil-
toniani e che denotiamo Ham(A). Si osservi che non si tratta di un A-modulo
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(rispetto alla struttura associativa dell’algebra A), ma solo di un modulo di
Lie per 'algebra di Lie (A,{}).

Un campo hamiltoniano X, definisce anche una derivazione dell’algebra
di Lie (A,{}), sempre per I'identita di Jacobi delle parentesi di Poisson:

Xafb, e} ={a,{b,c}} = {{a, b}, ¢} = {b, {c,a}} = {Xab, c} + {b, Xuc}

La derivazione X, € interna, e in effetti 'operatore X e semplicemente la
rappresentazione aggiunta ad per 'algebra di Lie (A, {}). In effetti esiste la
successione esatta di algebre di Lie seguente:

j X
0 — CasA —— A ————HamA —0
ove i ¢ l'inclusione.

Definizione 2.1.6 Una funzione K-lineare D : A — A che sia una de-
rivazione dell’algebra associativa (A,-) e allo stesso tempo una derivazione
dell’algebra di Lie (A,{}) si dice campo canonico; la K-algebra di Lie dei
campi canonici si denota con Can(A).

Ovviamente Ham(A) ¢ una sottoalgebra di Lie di Can(A): in realta ne ¢ un
ideale di Lie:

[X,, D] = X,D — DX, = XoD — Xpo — XoD = —Xpa

Cosi come Ham(A), nemmeno Can(A) ¢ un A-modulo.

Queste definizioni astratte sono la parafrasi algebrica di quanto gia spie-
gato nel caso A = C*°(M) con M varieta di Poisson: in particolare nel caso
simplettico ha luogo I'isomorfismo di fibrati indotto dalla forma simplettica
w# . T*S — TS, per mezzo del quale possiamo scrivere X; = w#df e che,
per tramite di questo isomorfismo, lo spazio dei campi hamiltoniani corrispon-
de allo spazio delle 1-forme esatte e lo spazio dei campi canonici allo spazio
delle 1-forme chiuse; dunque Can(S)/ Ham(S) = H'(S) (primo gruppo della
coomologia di de Rham®).

Nel caso generale Can(A)/ Ham(A) e un’algebra di Lie che misura “quan-
ti campi canonici non hamiltoniani esistono nell’algebra di Poisson A; ad
esempio nel caso di un’algebra di Poisson nulla, cioe tale che le sue paren-
tesi di Poisson siano identicamente nulle (e che quindi si riduce ad un’alge-
bra associativa) abbiamo ovviamente che Ham(A) = 0, mentre Can(A) =

3La determinazione dell’algebra di Lie Can(A4)/ Ham(A) ¢ menzionata da Krasil'séik e
Vinogradov col termine di “teorema fondamentale della Meccanica: in effetti lo studio di
questo invariante per le algebre di Poisson risale al loro lavoro, cfr. [60], [58].
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Derg(A). Si noti inoltre che Can(A)/ Ham(A) & una sottoalgebra di Lie del-
I'algebra Derp;.(A)/ Ham(A), che puo anche vedersi come H'(A) (coomologia
di Chevalley-Eilenberg dell’algebra di Lie A a coefficienti nella rappresenta-
zione banale, cfr. [19, §XIII-2], [41, §1.4] ): ad esempio se l'algebra di Lie
(A, {}) & semisemplice allora H'(A) = 0 (per il primo lemma di Whitehead,
cfr. [84, §19]) e, a fortiori, Can(A) = Ham(A).

Consideriamo 1'altro esempio fondamentale di struttura di Poisson, vale
a dire le parentesi di Lie-Poisson: il calcolo dellinvariante Can(Sym(g*))/
Ham(Sym(g*)) ¢ relativamente semplice in questa forma intrinseca: si trova
che questa algebra di Lie quoziente ¢ esattamente il primo gruppo di coo-
mologia dell’algebra di Lie g a coefficienti nella rappresentazione banale K
(cfr. [60] per una verifica esplicita).

L’operatore X : A — Derg(A) precedentemente introdotto ci consente
di descrivere la struttura di Poisson su un’algebra ma non di caratterizzar-
la completamente: per farlo dobbiamo provare a generalizzare 1’equazione
X = w? od dalle varietd simplettiche al contesto generale delle algebre di
Poisson, facendo quindi intervenire il calcolo differenziale: apriamo dunque
una digressione su questo formalismo nelle algebre associative commutative.

2.2 Calcolo differenziale nei moduli

Consideriamo un’algebra associativa, commutativa e con unita A su un cam-
po K fissato: gran parte di quel che diremo potrebbe adattarsi, senza grandi
cambiamenti, al caso di algebre su un anello commutativo K, e, utilizzan-
do le cocatene di Hochschild in luogo del complesso di de Rham (I’analogo
della coomologia di de Rham nel caso non commutativo ¢ ’'omologia ciclica,
cfr. [68]), al caso non commutativo; ma il nostro obiettivo ¢ il caso in cui A sia
un’algebra di funzioni e K il campo reale o complesso; inoltre in queste ultime
ipotesi la teoria ha un carattere piu naturale ed esistono delle funtorialita che
non si danno nel caso generale.

Ad esempio la costruzione del modulo delle derivazioni e funtoriale solo

nel caso commutativo: se £ un A-modulo, il modulo delle derivazioni di A in
E e I’ A-modulo

Derg(A, E) = {X € homg(A, E) | X (ab) = X(a)b+ aX(b)}

delle mappe K-lineari che si comportano rispetto al prodotto dell’algebra se-
condo l'identita di Leibniz. Si tratta di un A-modulo rispetto all’ovvia azione
(aX)(b) = aXb.

Il passaggio da F a Derg(A, E) definisce un funtore controvariante nella
categoria dei moduli su un’algebra commutativa.
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Il caso di particolare interesse ¢ ' = A: allora denotiamo il modulo delle
derivazioni semplicemente con Der A; ovviamente si tratta di una K-algebra
di Lie rispetto alle parentesi

[(X,Y]=XoY —-YoX

Come ben noto, se A = C*°(M) ¢ I'algebra delle funzioni differenziabili di una
varieta differenziabile di dimensione finita allora Der A ¢ isomorfo al modulo
delle sezioni del fibrato tangente, vale a dire allo spazio dei campi di vettori.

Definizione 2.2.1 Un modulo differenziale su A é una coppia (D,0) ove D
e un A-modulo e 6 : A — D e una derivazione tale che I’A-modulo generato
da imd coincida con D.

La condizione Aimd = D rende la categoria dei moduli differenziali una
sottocategoria propria della categoria di tutti i moduli (altrimenti, con § = 0
ogni modulo sarebbe banalmente un modulo differenziale).

Un morfismo fra due moduli differenziali (D, d) e (£, ¢) & un omomorfismo
di A-moduli pp: D — FE tale che il diagramma

A—>F

%

sia commutativo. Rispetto a questi morfismi i moduli differenziali formano
una categoria.

Abbiamo due esempi fondamentali di moduli differenziali, che provengono
in realta dalla Geometria: i differenziali di Kahler e i campi hamiltoniani.

I differenziali di Kahler si possono costruire come un oggetto universale in
una categoria di A-moduli: noi li caratterizzeremo con la seguente proprieta
universale

Definizione 2.2.2 Se C ¢ una categoria di A-moduli differenziali, un modulo
differenziale universale di C ¢ l'oggetto iniziale di C. Il modulo differenziale
universale nella categoria di tutti gli A-moduli differenziali si dice modulo dei
differenziali di Kahler di A.

Ovviamente, se il modulo differenziale universale esiste in una certa categoria
allora e unico. L’esempio che ci ispira ¢ il seguente:

Teorema 2.2.3 Nella categoria dei moduli differenziali proiettivi sull’alge-
bra A = C*(M) delle funzioni differenziabili di una varieta differenziabile
M il modulo differenziale universale ¢ lo spazio delle 1-forme differenziali
(differenziali di de Rham).
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DiMOSTRAZIONE: Consideriamo un modulo differenziale proiettivo D su A:
poiché e proiettivo esiste un fibrato vettoriale £ — M del quale D e lo
spazio delle sezioni. Inoltre D € un modulo differenziale, il che vuol dire che
esiste una mappa 6 : A — D che soddisfi I'identita di Leibniz; se definiamo
la mappa

®: QM) — D
come
(%) O(df) =df
estendendo per A-linearita abbiamo un morfismo di moduli differenziali, per
definizione. Inoltre qualsiasi altro morfismo di moduli differenziali da Q*(M)

a D deve soddisfare la (*) e quindi coincidere con ®.
QED

I differenziali di Kéhler sono un A-modulo differenziale (24, d) tale che, per
ogni A-modulo differenziale (D, d), esista un unico morfismo p: Q4 — D di
A-moduli differenziali tale che il seguente diagramma commuti:

A—2=D

| A

Q4

Teorema 2.2.4 Nella categoria di tutti gli A-moduli differenziali il modulo
dei differenziali di Kdhler esiste.

DIMOSTRAZIONE: Esibiamo esplicitamente ’'oggetto universale richiesto con-
siderando la funzione di moltiplicazione dell’algebra A

m:AQA— A

(m(a,b) = ab) e l'ideale I = kerm. Allora possiamo costruire il quoziente
I/I? e la mappa f: A — I definita come

fla)=a®1—-1®a

Si tratta di una derivazione, come ¢ ovvio, di A nel modulo I, e possiamo com-
porla con la proiezione I — I/I* sul quoziente per ottenere una derivazione
d € Derg (A, I/I?). Ciot (I/I?,d) & un modulo differenziale.

Ora, se (D, d) ¢ un modulo differenziale qualsiasi, possiamo considerare il
morfismo di moduli y : I/I? — D definito come

pla®1l—-1®a) = d(a)

e che e, per definizione, un morfismo di moduli differenziali; che sia 'unico
morfismo di moduli differenziali fra I/I% e D & ovvio per costruzione di /12
QED
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Notiamo che per dimostrare 'esistenza di €24 si potrebbe semplicemente con-
siderare il primo modulo di omologia di Hochschild di A a coefficienti nella
rappresentazione aggiunta H'(A, A) (cfr. [68]) e mostrare che soddisfa alla
proprieta universale che definisce i differenziali di Kéhler.

E ben noto (cfr. [68]) che i differenziali di Kahler possono caratterizzarsi
come un oggetto nella categoria di tutti gli A-moduli, precisamente come una
rappresentazione del funtore Derg (A, —): cioe

Derg(A, D) = homa(Q4, D)

per ogni A-modulo D: in altri termini le derivazioni d € Derg(A, D) corri-
spondono ai morfismi p : 24 — D costruiti nella dimostrazione del teorema
precedente.

Osserviamo che, per universalita rispetto al funtore Derg(A, —), la fun-
zione d : A — Q4 soddisfa alle

(1) d(ab) = bda + adb
(2) d(1) =0

I differenziali di Kahler sono stati costruiti nella categoria di tutti i moduli:
restringendoci ad una sottocategoria potrebbe non esistere un tale oggetto
universale (cioe i differenziali di Kéhler potrebbero non appartenere, come
modulo, alla sottocategoria); nel caso generale dovremo quindi cercare un
nuovo oggetto iniziale, nella sottocategoria, ai moduli differenziali, cioe un
modulo dei differenziali relativo alla sottocategoria, come nel caso dei moduli
proiettivi su A = C*°(M).

Si noti che in questo caso, il modulo dei differenziali di Kéahler ¢ molto
piu vasto di quello dei differenziali di de Rham che, come abbiamo detto,
costituiscono 1'oggetto universale voluto. Infatti il modulo dei differenziali di
Kéhler su C*(M) ¢ costituito da tutte le sezioni del fibrato cotangente, non
semplicemente da quelle differenziabili; in effetti nella costruzione universa-
le dei differenziali non abbiamo fatto in alcun modo intervenire la topolo-
gia di Fréchet, e quindi, riportata al caso geometrico, questa costruzione ci
fornirebbe tutte le sezioni insiemistiche del fibrato cotangente.

Convenzione. Supporremo nel séquito di lavorare nella categoria di tutti gli
A-moduli differenziali, e quindi per noi il modulo differenziale universale sara
quello dei differenziali di Kdhler: gli stessi risultati che daremo si ottengono
i categorie diverse di moduli differenziali purché siano dotate di un oggetto
miziale.

L’altro esempio per noi fondamentale di modulo differenziale e il modulo
hamiltoniano di un’algebra di Poisson, che per definizione e I’ A-modulo H 4
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generato dai campi hamiltoniani, che abbiamo gia considerato a partire da
un’algebra di Poisson (A, -, {}) e dall’operatore K-lineare

X:A— DerA

ponendo (X f)(g) = {f, g}. L’identita di Leibniz puo vedersi come 1’asserzione
che il modulo (H4, X) € un modulo differenziale.

Ad esempio, se 'algebra di Poisson A ¢ non degenere, cioe la struttura di
Poisson e simplettica, allora H 4 = Der A e precisamente il duale di 24.

Consideriamo ora 1I’A-modulo Der A: per la proprieta universale dei diffe-
renziali di Kahler:
Der A = hOHlA(QA, A) = le

(nella categoria degli A-moduli), quindi esiste un accoppiamento A-bilineare
(,) :DerAxQyu — A
definito come (se X € Der A e w € Q4)
(X,w) = X(w)

In generale non sara vero il viceversa, cioe¢ avremo soltanto 24 C Q¥ =
(Der A)*. Tuttavia ha senso considerare gli A-moduli

k
QZ = /\AQA

(ottenuti passando alle potenze esterne di 24 come A-modulo). Naturalmente
la funzione d : A — 4 si estende in modo unico all’algebra esterna d :
QF — Q™ come

k
(dw, Xy A A XY = D (=) X (w0, Xy A AXG A A X))+

i=1
1.k . -
) (D), X XA AKX AN X)
i<j
Le verifiche delle
(1) dod=0
(2) d(wi Aws) =dwy Aws + (—1)"wy A dwy (se we € 7)
(3) d e K-lineare
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non presentano difficolta, essendo le stesse che si danno nel caso del differen-
ziale esterno fra forme differenziali su una varieta (cfr. [1]). Osserviamo che
I’algebra esterna sul modulo 24

O(A) == @/\:QA

e un’algebra associativa differenziale graduata.
Conviene anche definire, per X € Der A, 'operatore di contrazione

ix QT — QY
come
(ix(w),XT A AXg) = (W, X ANXT A LA Xy)

Si tratta evidentemente di un operatore A-lineare, che permette di definire la
derivata di Lie di una forma w € Q¥ rispetto ad una derivazione X € Der A:

Lx: QO — QF
con la formula di E.Cartan
Lxw =1ixdw + dixw
Di nuovo la verifica delle proprieta

‘C[Xl,Xz} = [[’XU‘CXQ]

Z.[Xl,Xz} = [£X17iX2]

non differisce dalle usuali dimostrazioni che si danno per le varieta.

In questo modo, abbiamo il calcolo di Cartan nella categoria dei moduli,
basandoci sull’esistenza di un elemento universale per il funtore Derg (A, —)
in questa categoria.

Esiste una immediata generalizzazione di questo calcolo secondo le se-
guenti linee: fissiamo un A-modulo differenziale (D, §); allora, dato che Q4 &
I'oggetto iniziale nella categoria dei moduli differenziali, esiste un morfismo
naturale di moduli differenziali

p:QQqg — D

che e suriettivo per definizione, e quindi possiamo estendere ¢ alle potenze
esterne di D, come

d(ada; A dag A -+ Aday,) = da A da; Adas A -+ Aday,
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ottenendo in questo modo un complesso /\kD la cui coomologia possiamo
chiamare coomologia di de Rham del modulo D.

Per un modulo differenziale (D,d) qualsiasi possiamo ripetere quanto
abbiamo detto per i differenziali di Kahler: ad esempio esiste una forma
bilineare

(,) ;DxDerA— A

definita come
(adb, X) = aX (D)

che si estende in grado qualsiasi. Tuttavia 'operatore di contrazione indotto
da questa forma bilineare non ¢ non degenere; perché lo sia dobbiamo restrin-
gere la classe dei campi sui quali effettuare la contrazione considerando lo
spazio

Ds={X € Der A|Vc € kerd X(c)=0}

che ¢ un sotto-modulo di Der A e anche una sotto-algebra di Lie; ¢ sempli-
cemente lo spazio delle derivazioni che “vedono come costanti gli elementi di
ker 0. Possiamo allora definire un operatore di contrazione

1:DsxD— A

come

ixda = X(a)

ed estenderlo per A-linearita ad una forma bilineare di A-moduli.

Notiamo infatti che per ogni a € A abbiamo da = uda (proprieta universa-
le dei differenziali di Kéhler), e quindi che possiamo valutare una derivazione
X € Ds su un elemento di D, esattamente come si fa per i differenziali di
Kahler; si noti che ker § non € un A-modulo, ma una K-sottoalgebra di A, in
quanto

dz2=102'"=0 = 46(z2/) =0

Utilizzando questa contrazione e il differenziale § del modulo D possiamo
anche definire una D-derivata di Lie come

Lxn =ixon+dixn

per X € Ds e n € D. Chiaramente la contrazione si estende in modo
immediato alle potenze esterne del modulo D come

ix(aday A -+ Nday) =aX(ar)das A -+ Aday,

in modo da soddisfare le usuali proprieta.
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Si osservi che il morfismo universale o (tale che ud = 9) si pud natural-
mente estendere alle algebre graduate esterne, tenendo conto del segno:

plwr Awn A+ Awn) = (—1)"alwn) A pr(ws) - A afn)

ove w; € (4.

Un esempio particolarmente significativo si ha quando D & un sottomodulo
di Der A: fissiamo una derivazione § : A — Der A: allora resta indotta una
mappa i : 24 — Der A (per la proprieta universale dei differenziali) tale che
pod = 9. Naturalmente questo morfismo non sara in generale né suriettivo né
iniettivo; se e suriettivo si tratta evidentemente di un isomorfismo di moduli.

Notiamo infine che questo calcolo differenziale per i moduli differenziali
puo ricondursi all’usuale calcolo differenziale con derivazioni e differenziali di
Kéhler semplicemente cambiando ’anello degli scalari dell’algebra: infatti

Proposizione 2.2.5 Se As = A®x kerd allora Qa;, = D e Der As = Ds.

DiMOSTRAZIONE: Consideriamo la mappa
=: Ds — Der A;
definita come (X € Der As, a ® ¢ € Ay)
EX)(a®c):=X(a)®c

Evidentemente si tratta di un isomorfismo di As-moduli e, per la proprieta
universale dei differenziali di K&hler su As abbiamo che

D5 = Der A(s = hOIIlA(S (QA(;, Ag)

sicché Q1 4, = D.
QED

Ad esempio se A e un’algebra di Poisson e D = H,4 allora I'algebra As e
di Poisson (prodotto tensoriale di A con l'algebra di Poisson nulla kerd =
Cas(A)) e abbiamo che un suo elemento a ® ¢ ¢ di Casimir se e solo se

0={ae®@cb®e}={a,b} @ce

cioe se e solo se a € Cas(A), il che vuol dire che a ® ¢ € una costante (1’anello
degli scalari & ora Cas(A)) cioe che la struttura di Poisson & simplettica.
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2.3 Connessioni e curvatura

Fin qui abbiamo delineato quello che potrebbe chiamarsi calcolo differenziale
di Cartan sulle algebre associative: vogliamo spingerci piu in la e considerare
il calcolo di Ricci, avendo sempre in mente le nozioni che si danno sulle varieta
differenziabili.

Definizione 2.3.1 Se (D, ) é un A-modulo differenziale, una D-connessione
m un A-modulo E é un operatore K -lineare

V:E—E®sD
che soddisfi alla identita di Leibniz
V(ae) = aVe+e® da
pera€ Aedec€ F.

Ovviamente la connessione avra, in generale, valori nel modulo £ ® D e sara
non solo K-lineare, ma ker D-lineare, dato che, se z € ker ¢ allora

V(zs) =2Vs+s®dz=2Vs

Si noti inoltre che, nel caso D = €24 del modulo dei differenziali ritroviamo il
classico concetto di connessione: chiameremo le () 4-connessioni semplicemente
connessioninel modulo F; ovviamente in questo caso As = A. Per la proprieta
universale dei differenziali, ogni connessione V da luogo ad una D-connessione
V per ogni modulo differenziale (D, ) semplicemente per composizione: se
V:E — E®Q} allora V= (I®pu)V & una D-connessione in E ove
I : EF — FE e la mappa identica.

Proposizione 2.3.2 L’insieme delle D-connessioni su un modulo E € uno
spazio affine sul campo K.

DIMOSTRAZIONE: Se V e V'’ sono D-connessioni in F allora
(V—=V')(ae) =aVe+e®da—aV'e—e®da=a(V—V)(e)

Questo vuol dire che la differenza di connessioni € un endomorfismo del fibrato
E e quindi lo spazio delle connessioni € uno spazio affine il cui spazio vettoriale
tangente in ciascun punto ¢ End(FE).

QED

Un A-modulo F & ovviamente anche un As-modulo rispetto all’azione (a ®
¢) - e = (ac) - e; possiamo allora formulare il seguente
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Esempio. Il modulo libero £ = A} possiede sempre una D-connessione: se
(e1,...,e,) € una As-base di E, allora, per a € Az, definiamo

V(ae;) = e; ® da

Estendendo per additivita si ottiene ovviamente una [D-connessione.

Possiamo agevolmente generalizzare questo esempio al caso di un modulo
proiettivo (finitamente generato) sull’algebra As: un modo semplice & ricor-
dare che un modulo proiettivo ¢ addendo diretto di un modulo libero. Quindi
se E ¢ proiettivo abbiamo che E @ F' = A}, sicché possiamo costruire una
connessione V in A¥. Allora consideriamo la composizione

E-SAa Y AareE® EeD

ove ¢ ¢ 'immersione dell’addendo diretto £/ in A} e [ : E — E ¢ la mappa
identica. Ovviamente si tratta di una connessione, che si dice connessione di
Levi-Civita, per 'ovvia analogia che esiste con la ben nota costruzione della
Geometria Riemanniana.

Dunque ogni modulo proiettivo (finitamente generato) possiede una D-
connessione naturalmente definita in termini della derivazione 6 € Der(A, D).

Teorema 2.3.3 Un modulo E possiede una D-connessione se e solo se E ¢
As-proiettivo.

DIMOSTRAZIONE: Sappiamo gia che un modulo proiettivo ammette una D-
connessione. Viceversa, se V : F — E ® D ¢ una connessione, dimostriamo
che esiste una sezione Ags-lineare al morfismo m : £ ® A; — FE dato dalla
moltiplicazione (m(a ® ¢,e) = (ac)e), il che equivale alla proiettivita di E:
consideriamo la successione

0— E®4, D25 As Qs E 25 E — 0

ove abbiamo posto
Ale®da)=1®ae—a®e

Questa successione di K-spazi vettoriali non solo e esatta, come € ovvio veri-
ficare ma si spezza per tramite della mappa u : F — As ® E di immersione
u(e) = 1 ® e. Ora data V possiamo associarle una sezione 0 : £ — A® E
per mezzo della

ole) =1®e+ A(Ve)
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Si tratta di una mappa ben definita che & As-lineare dato che
o(ae) =1 ®ae — A(aVe) — Ale ® da)
=1®ae—A(aVe) —1Rae+a®e
=a®e—alA(Ve) =ao(e)

Abbiamo cioe mostrato l'esistenza di una sezione alla moltiplicazione m :
As ® E — FE. il che ¢ possibile solo se ¥ ¢ As-proiettivo.
QED

Questo teorema puo piu semplicemente vedersi come conseguenza del teorema
di Kaplanskij, secondo il quale un modulo & proiettivo se e solo se ¢ localmente
libero.

Ora consideriamo il concetto di curvatura: in primo luogo notiamo che
una D-connessione induce una famiglia di operatori

V:EQN'D—EN"'D
semplicemente ponendo
V(s®@P)=Vs® P+ (-1)*"s@ P

ove conveniamo che \°D = A e A" D = A\’ D sono le potenze esterne del
modulo D (che ¢ generato da im d).

Definizione 2.3.4 Data una D-connessione V, la sua curvatura Ry : £ —
E® /\2 D é definita come Ry = VoV. Se Ry =0, la D-connessione si dice
piatta.

Se osserviamo che, pera € Aee € E:

Ry(ae) = V(aVe +e® da) = aRye — Ve ® da + Ve ® da — e ® §°a = aRye
possiamo concluderne che

Proposizione 2.3.5 La curvatura e A-lineare

Notiamo che una D-connessione su E induce una D-connessione V : End(E) —
End(F) ® D su End E nel modo seguente: se ¢ : E — E ¢ A-lineare

Vo=[V,p]=Vop—poV
In effetti si tratta di un operatore K-lineare tale che
V(ap) = V(ap) — apV = aVy + o @ da — apV = aVp + ¢ @ da
Il seguente facile calcolo:
VRy = [V,Ry] = VRy — RyV = VV? - V?V =0

conduce al
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Teorema (IDENTITA DI BIANCHI) 2.3.6 [V, Ry] =0

Dato che una D-connessione ha luogo solo in un modulo proiettivo, e dato
che la localizzazione di un modulo proiettivo ¢ un modulo libero, possiamo
scrivere, anche in questo contesto algebrico, una connessione in “coordinate,
nel modo seguente: se E ¢ un modulo As-libero (e.g. E = A?) allora una
D-connessione £ — E ®4 D ¢ determinata da una matrice a coefficienti in
D, i.e. da un elemento V € Enda(E) ® D. Se

E=eAs® - @ epds
allora
V@Z' = Z €j & Fji
J
La matrice I' = ((I';;)) determina la connessione: se e € E si scrive rispetto
alla base (e;) come (gli a; saranno della forma f; ® ¢; ove f; € A e ¢; € kerd)
e=aie; + -+ aney

allora

Ve = Z aiVei + Z e & (S(IZ' = Z e ® (5(% + Z aifji)
i i i J

Cioe la matrice I" non si comporta come un tensore, se non a meno di
differenziali esatti.

L’esempio precedente si estende facilmente al caso di un modulo As-
proiettivo, utilizzando, ad esempio, il fatto che la localizzazione di ogni tale
modulo da luogo ad un modulo As-libero, o piu semplicemente il fatto che un
modulo proiettivo € addendo diretto di un modulo libero.

Teorema (EQUAZIONE DI STRUTTURA) 2.3.7 Se E é un As-modulo proiet-
tivo e V una D-connessione in E allora

Rg =T AT — 6T

ove I' AT ¢ il prodotto di matrici (rispetto al prodotto N\) nel modulo D e
oI = ((0T;))).

DiMOSTRAZIONE: Utilizzando le notazioni precedenti si trova che

v2€i = ZV (€j &® Fﬂ) = ZVej A\ Fji - Zej & 6FJZ
J J J

:Zek®rijFji—Z€j®5Fji

gk J

QED
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Osserviamo che un modulo proiettivo E finitamente generato, in quanto ad-
dendo diretto di un modulo libero (finitamente generato) A} ¢ completamen-
te determinato da un operatore (di proiezione) P € End(A}) idempotente
(P? = P) la cui immagine sia esattamente E: ovviamente

§=im P ®im(I — P)

e quindi anche im(/ — P) ¢ un modulo proiettivo. Ne segue che possiamo
definire per questi moduli la traccia

Tr: Enda, (E) — As
come la traccia dell’operatore P.

Proposizione 2.3.8 Se E ¢ un As-modulo proiettivo finitamente generato
allora il diagramma

Enda(E) ®4 D* — > Enda(E) ®,4 DH+!

Trel Trel

k k+1
D 3 D
e commutativo.

DIMOSTRAZIONE: Basta dimostrare il teorema per i moduli liberi: in questo
caso procediamo per induzione sulla dimensione di E e quindi I'unico caso
non banale ¢ quello E = A, ove

V(a) = aP + da

per qualche P € D. Ora, sia § che V = [V, —] sono /\k D-lineari come pure
Tr (infatti Enda(A)®@4 A* D = A" D) e quindi basta limitarsi al grado k = 0:

[V,a] =V(a) —aP = aP + da — aP = da
QED

Se poniamo
ch(E,V) :=Tr exp Ry

(con exp si intende la serie formale dell’esponenziale) allora, per le due pro-
posizioni precedenti:

d(Trexp Ry)) = [V,exp Ry] =0

e quindi
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Proposizione 2.3.9 La componente omogenea di grado 2n di ch(E,V) ha
differenziale nullo in \*" D.

Dunque ch(E, V) genera una classe di coomologia di de Rham (rispetto al
complesso (D, d)

ch(E) € [[ Hin(D)

n>0
che si dice carattere di Chern dell’ As-modulo E.

Teorema 2.3.10 1[I carattere di Chern di un modulo E non dipende dalla
connessione V che figura nella definizione di ch(E, V).

DIMOSTRAZIONE: Si tratta di un argomento ben noto: se Vi e Vs sono D-
connessioni su F e se V; & l'estensione di V; all’ A[t]-modulo E[t] = E®4 As|t]
allora 3 3 .
V= tV1 + (1 — t)VZ
¢ una connessione in F[t|. Le proiezioni
POZA(;[t] —>A5 P1 ZAg[t] —>A5
t—0 t—1

inducono gli isomorfismi
(P). : H(Aslt], D[t]) — H(As, D)
(ove DI[t] ¢ I'As[t]-modulo differenziale D ®4, A[t]) e ovviamente
(P)«(ch(E[t], Vi) = ch(E, V;)
Ma (Py)-Y(Py)s : H(As, D) — H(As, D) & lidentita e quindi
ch(E,Vy) = ch(E, V)

QED

Esiste, nel caso D = 4, un algoritmo canonico per produrre connes-
sioni, basato sulla considerazione di derivate covarianti, che ammette una
generalizzazione nel nostro caso.

Definizione 2.3.11 Se E ¢ un A-modulo, una D-derivata covariante in E ¢
un operatore K-lineare

D : Ds — Endg(F)
tale che, se X € Ds,a € Aee€ E:

Dx(ae) = aDxe +ix(da)e

e A-lineare nella variabile X: D,x = aDx.
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Nel caso D = )4 ritroviamo ovviamente il concetto usuale di derivata cova-
riante. Se D ¢ una D-derivata covariante in F allora possiamo associarle una
D-connessione V determinata dalla

ine == DXe
Che V cosi definita sia una connessione ¢ ovvio:
ixV(ae) = Dx(ae) = aDxe+ix(da)e = aixVe+ X(a)e = aVxe+ixda®e

Questa corrispondenza fra derivate covarianti e connessioni e biunivoca, dato
che la contrazione fra Ds e D e non degenere.

Possiamo interpretare D come un operatore nello spazio A 4(Ds, E), for-
mato dalle mappe A-multilineari alternanti da Ds in FE, tale che, se ¢ : D¥ —
E:

(D) (Do, .., D) = Y (—=1)Dp,(¢(Do, .., Dy, ... Di))+

=0

0...k
+Y (=1)"™¢([D;, Dj], Dy, ..., D, ..., D;, ..., Dy)

i<j

(Ds & un’algebra di Lie). Osserviamo tuttavia che in generale questa mappa
D non definisce un differenziale nel complesso A ,(Ds, E): infatti lo € se e solo
se la curvatura della connessione associata a D e nulla.

Teorema 2.3.12 La curvatura Ry di una connessione V definisce una map-
pa K-bilineare

RD . D5 X D5 — EndK(E)

come
Rp(X,Y) =ixiyRy

che soddisfa alla

Rp(X,Y) =DxDy — DyDx — Dixy

DIMOSTRAZIONE: Ovviamente la Rp definita come nell’enunciato ¢ una map-
pa K-bilineare; I'identita dell’enunciato equivale all’equazione di struttura. Un
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modo alternativo di dimostrarla ¢ usare la definizione:

DxDye; — DyDxe; — Dixyje; = ixViyVe; —iyVixVe; —ijxy)Ve;
=ixV(e; ®@iyly) —ivV(e; ®ixly) —e; @iyl
=ixVe; @iyl —iyVe; @ixlj +e; ®ixd (iyl'j;) —

— € Q iyd (iXFji) —€; i[X,Y]Pji
= e, @ (ixTyjiy Dy — iy DijixDi) +
+e; @ (ixiyLji —ivixDji — ipeyiTi)
=ixtye, @ Iyl +ixive; @ dl'y;
— ixiy (Ve; @ Tji + e;dl;;)
=ixiyV(e; ® ;) = ixiy Ve
= Rp(X,Y)e;

(ove abbiamo usato la convenzione di Einstein sugli indici j e k).
QED

Una derivata covariante la cui curvatura sia identicamente nulla (cioe cor-
rispondente ad una connessione piatta) consente di identificare il comples-

so (A4(Ds, E),D) col complesso di Chevalley-Eilenberg per ’algebra di Lie
Der(A) a coefficienti nel modulo E.

Ad esempio consideriamo il modulo differenziale D = H4: allora Ds =
AHam A = H,, dato che il nucleo del differenziale ¢ ker X = Cas A, e se
c € Cas A:

X(c)=0 <= X € HamA
Dunque una H 4-derivata covariante ¢ un operatore

D:HsxE —FE

tale che
DXa(be) = bDXae + {CL, b}e

Notiamo che in questo caso la contrazione e un operatore
1 HaxHs— A

tale che
iathXk = abiXth = ab{h, k’}



CAPITOLO 2. ALGEBRA DELLE PARENTESI DI POISSON 67

2.4 Calcolo differenziale sulle algebre di Poisson

Torniamo ora a considerare un’algebra di Poisson qualsiasi (A, +,{ }), e 'ope-
ratore X : A — Der A che porta un elemento a € A nel campo hamiltoniano
X, corrispondente. Abbiamo gia detto che Ham(A) (I'immagine di X) gene-
ra un A-sottomodulo di Der A, che denotiamo H4: si tratta, rispetto alla
funzione X, di un modulo differenziale, e quindi esiste un unico morfismo
i Qa — Ha di A-moduli differenziali tale che il seguente diagramma
commuti:

A*X>HA

A

Qa4

In altri termini X = pod.

Ad esempio, nel caso A = C*°(M) (varieta di Poisson) abbiamo che pu =
7# (7 & il tensore di Poisson), dato che p : Q4 — Der A deve essere unica
per universalitd e certamente 7% fa commutare il diagramma precedente (24
¢ lo spazio delle 1-forme e Der A ¢ l'algebra di Lie X(M) dei campi di vettori):
cio segue dall’essere 7# un morfismo di moduli e dal fatto che i differenziali
esatti generano, come modulo, I'intero spazio delle 1-forme differenziali.

Per definizione, abbiamo inoltre
{a,b} = Xob = (p(da))(b) = (uda, db)

Cioe le parentesi di Poisson si possono descrivere in termini dell’operatore pu:
questo pone in evidenza come il valore di {a, b} non dipenda che dai differen-
ziali di a e b; naturalmente cio poteva gia dirsi dalla {a,b} = X,b, dato che
X, e una derivazione e quindi, per universalita, corrisponde ad un elemento
del duale €2% del modulo dei differenziali di Kéhler.

Vogliamo ora usare 'operatore p per caratterizzare completamente la
struttura di Poisson: questo approccio al formalismo hamiltoniano (se non
alle strutture di Poisson) ¢ dovuto a Gel’fand e Dorfman (cfr. [?]).

Per caratterizzare la struttura di algebra di Poisson in termini dell’opera-
tore p consideriamo lo spazio degli operatori A-lineari {24 — Der A, e su di
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esso la seguente operazione™:

[, Vs (w1, wa, ws) = E (Lo wa, ws) + (Y Ly, w2, w3))
1,2,3

Questa operazione si dice parentesi di Schouten dei due operatori p e v, e
definisce un operatore trilineare 24 ® Q4 ® Q4 — A.

Teorema 2.4.1 Un’algebra associativa (A, -) é un’algebra di Poisson rispetto
a certe parentesi { } se e solo se esiste un operatore i : Q4 — Der A tale

che
(1) {a,b} = (uda,db) per ogni a,b € A;

(2) p é antisimmetrico: {up, V) + (@, pp) = 0;
(3) [u; uls = 0.

DIMOSTRAZIONE: Ovviamente, per tramite della (1), la (2) equivale all’an-
tisimmetria delle parentesi di Poisson. Resta da verificare I’equivalenza della
(3) allidentita di Jacobi: supponiamo ad esempio che valga 'identita di Ja-
cobi per { } e di voler dimostrare la (3) per I'operatore p definito dalla (1);
allora basta osservare che

1, 1l (da, db,de) =B (nLx,db,de) + (uLx, db, dc))

a,b,c
=2 (ud{a,b},dc) =2 {{a,b},c}
a,b,c a,b,c

Dato che €24 ¢ generato dai differenziali esatti questo basta a concludere che
se { } soddisfa l'identita di Jacobi allora [u, u]s = 0; il viceversa segue dallo
stesso identico calcolo, letto a ritroso.

QED

Ora osserviamo che, usando la proprieta universale dei differenziali Der A =
(Q4)* possiamo rendere pitl simmetrica questa caratterizzazione di una strut-
tura di Poisson introducendo una mappa m : Q4 x 24 — A legata all’ope-
ratore p nel modo seguente:

7(da,db) = (uda, db)

4Usiamo la seguente notazione: se un termine sintattico T’ dipende dai simboli (ay, ..., a,)
presi in questo ordine allora la scrittura

ET

denota la somma degli n termini ottenuti da T permutando ciclicamente i simboli
(al,...,an).
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Di solito, in accordo con le notazioni della Geometria Differenziale, si scrive
p = 7, considerando p come il morfismo “musicale (sharp map) indotto dal
tensore .

L’operatore 7 si dice tensore di Poisson, dato che evidentemente si tratta,
nel caso A = C*°(M), esattamente del tensore di Poisson della varieta M:
T € (QaNQa)* = Der AA Der A. Anche in questo caso esiste una condizione
di integrabilita che generalizza quella di Lie sulle varieta e che si scrive utiliz-
zando le parentesi di Schouten—Nijenhuis”, che possiamo definire come segue:
intanto consideriamo gli A-moduli delle multi-derivazioni antisimmetriche

D% = N\’ Der A

(la cui somma diretta fornisce un modulo graduato) che chiameremo ovvia-
mente tensort controvarianti antisimmetrici su A.

Teorema 2.4.2 FEsiste un’unica struttura di algebra di Lie graduata sullo
spazio \* Der A dei tensori antisimmetrici controvarianti su un’algebra asso-
ciativa A:

[]: Dy x D)y — D7

tale che
(+) [P,QAR] = [P,QI A R+ (=1)"**YQ A [P, R]

e che estenda la parentesi di Lie delle derivazioni Der A e la valutazione di
una derivazione su un elemento dell’algebra A.

DIMOSTRAZIONE: Vogliamo dimostrare che esistono uniche delle parentesi ||
tali che verifichino la (*) e le

(%) [P, Q] = (=1)"[Q, P]
(e ) (=177 VIR [Q, R+ (= 1) VIR, [P, Q]I+ (-1)™"V[Q, [R, P]| = 0

Le (**) e (***) sono gli assiomi per le algebre di Lie graduate.

L’enunciato richiede inoltre che la parentesi che vogliamo definire estenda
I'usuale commutatore fra gli elementi di DY = Der A e la valutazione di una
derivazione in DY su una funzione in DY = A; devono cio¢ essere soddisfatte
le

[a,b] =0 la, X] = X (a) (X, Y]=XY -YX

5Esiste un intero formalismo che poggia su queste parentesi e su altre loro collegate, per
il quale si rimanda a [10], [?] e [78].
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da cui si ha pure
[aX,bY] = (aX)(DY) — (bY)(aX) = a(Xb)Y —b(Ya)X + ab[X,Y]

se a,b € DY e X,Y € D). Inoltre, per la (*) otteniamo ad esempio che, se
X,Y, Z € Der A, allora deve aversi

(X, YANZ] =X, YINZ+Y AN[X, Z]

e quindi, per induzione, fra due tensori decomponibili X; A...AX, e YIA...AY,
il prodotto deve verificare la:

(X1 A AXGYiA LAY p“ZZ DX YV AXI A AXA

i=1 j=1

CAXyAVIA LAY A LAY,

E un facile benché tedioso calcolo (cfr. e.g. [102], [10]) verificare che con questa

definizione anche le (**) e (***) sono soddisfatte. Dato che 1’ A-modulo dei

tensori e generato dai tensori decomponibili, cio conclude la dimostrazione.
QED

Questo teorema risale sostanzialmente a Schouten e Nijenhuis (cfr. [?], [78]).
Utilizzando la dualita fra derivazioni e forme possiamo esprimere la parentesi
di Schouten nella forma datale da Nijenhuis:

Corollario 2.4.3 Se P € D", Q € D% ew € Q%" allora
ipgw = (1)1 ipd (iqw) + (—=1)Pigd (ipw) — ipagdw
DiMOSTRAZIONE: Dimostriamo il corollario per doppia induzione sul grado

dei tensori P e ): supponiamo che X € DerAe Q =Y A...AY, € DY, e
ricordiamo che

ixndw = ixiqw + Z<_1)iiYiiXAYlA...AﬁA...Aqu+

i=1
q
+§ : XY]/\YlA AT AT, YT
1+j
+§ : YUY, YIAXAYIA L ATAL YA AY, Y

1<j
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Nel terzo addendo a secondo membro riconosciamo i[x y; a..ay,w, sicché

q

lx,QWw = ixiqw — ixiqdw + Z<_1)HquiinA...AﬁA...AYqAXW+
i=1

1..q
§ :_ i+itg—2,; Y~

+ ( 1) Z[Yi,Yj]/\Yl/\.../\n/\...Yj/\.../\Yq/\Xw
1<

= ixdiQw — ixide — iQdin

Questo dimostra la formula nel caso p = 1; ora supponiamola vera per p > 1
e dimostriamola per p 4+ 1. Si tratta di osservare che (per le (*) e (**) del
teorema precedente)

_1)(p+1)qz~[Q7PAX]w

(_1)(p+1)q(_ l)p(q+1)

ijQ,Piaxw + iPAIQX]W

(
= (_1)(p+1)
(=1 Vi plixw + (=1)Pipifg x)w
Ora ai due addendi in quest’ultimo termine si possono applicare rispettiva-
mente 'ipotesi induttiva e il caso p = 1 precedentemente trattato: combinan-
doli si ottiene la tesi.
QED

Non ci siamo spinti nei dettagli di questo risultato ben noto (cfr. [102] e
[10]): una dimostrazione alternativa, che utilizza le connessioni e gli operatori
differenziali, si puo trovare in [57].

Ora possiamo riformulare il teorema di caratterizzazione in termini del
tensore di Poisson:

Teorema 2.4.4 Un’algebra associativa (A, -) € un’algebra di Poisson rispetto
a certe parentesi { } se e solo se esiste un tensore m: Q4 @ Q4 — A tale
che

(1) {a,b} = w(da,db) per ogni a,b € A;

(2) w é antisimmetrico: m(da,db) + 7(db, da) = 0;

(3) [m, 7] =0.

DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione ¢ essenzialmente la stessa del teorema
2.4.1: dimostriamo quindi che la (3) equivale allidentita di Jacobi per le
parentesi di Poisson, per tramite della (1): intanto notiamo che, dato che
T E /\2 Der A, il corollario precedente applicato a 7 diviene

W = —lplizw + Indizw — ipprdw
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e quindi abbiamo che

ifrmda A db A de = =) w(da,dr(db, dc))

= - (da,d{b,c}) = =P {a, {b.c}}

QED

Non e difficile ricavare la condizione di integrabilita locale di Lie che abbiamo
dato sulle varieta di Poisson dalla [r, 7] = 0.

Il calcolo differenziale che abbiamo delineato sui moduli per le algebre
associative ammette, nel caso delle algebre di Poisson, una perfetta dualita
fra differenziali e derivazioni che manca nel caso associativo, dualita che ora
vogliamo discutere. In particolare possiamo utilizzare la struttura di Poisson
e le sue caratterizzazioni in termini dell’operatore p = 7% e del tensore di
Poisson 7 per definire un differenziale sulle derivazioni e una parentesi di Lie
sulle 1-forme.

Per prima cosa definiamo delle parentesi di Lie su (24 legate alla presenza
di una struttura di Poisson su A per mezzo del seguente

Teorema 2.4.5 Esiste un’unica struttura di K-algebra di Lie {} : Q4 X
Qu — Qa sullo spazio dei differenziali Q25 tale che wvalgano le sequenti
condizioni:

(1) Sea,be A allora d{a,b} = {da,db}

(2) Sea€ A, wy,ws € Qy allora {w, aws} = a{wi,ws} + (T w1, da)w,

ove 1 : Q04 — Der A & I'operatore che caratterizza la struttura di Poisson.
DIMOSTRAZIONE: Intanto notiamo che se una tale struttura di algebra di Lie
esiste allora e univocamente determinata dal valore che assume sui differen-
ziali esatti, in virtu della (2). Consideriamo ora la seguente definizione:

{wi,we} = Loy wo — Loy,wr — dm(wy, ws)
= Lw#w1w2 - Eﬁ#w2w1 - diw#w1w2
e verifichiamo che si tratta di una struttura di algebra di Lie che soddisfa

alle (1) e (2) dell’enunciato (come abbiamo osservato basta verificarlo sui
differenziali esatti). La (1) segue da

{da,db} = L, #4,db — L #4,db — dr(da, db)
= dlx,b— dlx,a — d{a,b}
= d{a,b} — d{b,a} — d{a,b} = d{a,b}
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Per la (2) basta notare che
{w1, aws} = Lo#,, 0wy — Lot q,w1 — dm(aws, wa)
= (w1, da)wy + AL, wa — AL W1 —
—da A i#,,wr —da A T(wy, ws) — adm(wy, ws)
= (%W, da)wy + a{w;, ws}

Che si tratti di una operazione R-bilineare antisimmetrica e ovvio; I'identita
di Jacobi si dimostra, dato che basta verificarla su combinazioni A-lineari di
differenziali esatti, combinando le (1), (2) e I'identita di Jacobi per le parentesi
di Poisson.

QED

Anche questo teorema ¢ ben noto (cfr. [102], [9], [10]). Osserviamo che il
differenziale d diviene un morfismo di algebre di Lie: anche I'operatore 7# lo
e, come segue dal

Corollario 2.4.6 7% {w;,wy} = [ wy, 7% wy)

DIMOSTRAZIONE: Dato che I’A-modulo 4 & generato dai differenziali esatti
ci basta mostrare I'identita per w; = adb e wy = cde: per questo usiamo le
proprieta delle parentesi { } fra 1-forme espresse dal teorema precedente e la
A-linearita di 77:
7 {adb, cde} = 7 c{adb, de} + 77 (17 (adb), dc)de
= cn?a{db, de} — er? (7% de, da)db + (77 (adb), dc) X,
= acXp ey — c{e,a} Xy + a{b, c} X,
= GC[Xb, Xe] + CL(XbC)Xe — c(Xea)Xb
= aXp(cXe) — cXe(aXy) = [aXp, cX,]
= [7% (adb), 7% (cde))
QED
Abbiamo osservato nel § precedente come la coppia (H4, X) sia un modulo
differenziale; possiamo quindi estendere questo differenziale X : A — Der A
in grado qualsiasi, definendo percio un differenziale hamiltoniano d, : D% —
D*1A come, se P € DY e w; € Qa:
p .
(deP,wo A ... Nwp) = Z(—l)zﬁ(u}i, dipwi A o AN N oA\ wy)+

=0
0...

+ Y (—D)Mip{wn Wb A AGI A B A Aw,

1<)

bS]

Le verifiche delle



74 SAGGIO SULLA GEOMETRIA DELLE PARENTESI DI POISSON

(1) deod, =0
(2) di(PAQ)=deP ANQ+ (=1)PP A drQ
(3) d, ¢ K-lineare.

sono del tutto analoghe al caso del differenziale esterno fra forme differenziali
su una varieta. Osserviamo che 'algebra esterna sul modulo Der A

o0

Dy := @/\: Der A

n=0

e un’algebra associativa differenziale graduata.

Potremmo anche definire un operatore di contrazione di una forma su un
multi-vettore e una derivata di Lie lungo una forma differenziale, in analogia
a quanto fatto nel caso covariante. Abbiamo cioe sui tensori controvarianti un
calcolo differenziale hamiltoniano duale del calcolo differenziale di de Rham
sulle forme differenziali; in particolare rispetto al differenziale d, otteniamo
un complesso di cocatene (D, d,) la cui coomologia H,(A) si dice coomologia
di Poisson di A (qui é stata definita in modo concreto, a partire cioe¢ da un
complesso che la calcola, sebbene sia possibile una definizione piu astratta
in termini di funtori derivati, cfr. [44]). Torneremo in séguito su questa coo-
mologia, nel caso delle varieta, mentre per ora ci limitiamo a notare che il
modulo di coomologia di Poisson sia dotato di un prodotto cap in virtu della
proprieta (2) del differenziale hamiltoniano:

[PIn[Q] =[P AQ]

Possiamo estendere il morfismo di moduli 7 : Q4 — D, in grado qualsiasi,
tenendo conto del segno, come

(T*w, w1 A o Awg) = (=) w(r®wr A A THwy)

(cosi che {f,g} = (n*df dg) = —df(n#dg) = —{g,f}). Usando questa

definizione possiamo dimostrare il

Lemma 2.4.7 d,on” + 7% od =0
DIMOSTRAZIONE: Se w € )} e ¢1,.., 0, € 4
(r#dw, o1 A ...k/\ or) = (=) (dw, 71 A ... AT p)

= (=1)k Z(—l)”l(ﬂ#%)w(ﬂ#gpl A ATHEQE N AT )+
i=1
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1.k
+(=1)F Z(—l)”jw([w#goi,ﬂ#gaj],W#@l A ATt N ATt A AT py)
i<j

—

k
= Z(—l)i+k+1(7r#gai)w(7r#g01 A ATHEO N AT )+

+ Z(—l)i+j+kw(7r#{g0i, O b, oL A AT A AT AL AT )

ES

+ Z<—1)i+j<ﬂ'#w, {QOZ, 90]'}, ®1 VARVAN 9/0\2 VANPRAAN Q/O; VARRVAN (.,Ok>
1<j
= —(d.m"w, 1 A .. A i)
QED

Teorema 2.4.8 Se P € D" allora d.P = —[m, P]

DIMOSTRAZIONE: Si procede per induzione sul grado del tensore P: se P €
D% = Aew e Qy allora

([r, P],w) = (m,d(Pw)) — P{r,dw) = 7(dP,w) + P(r,dw) — P{r,dw)
= —7(w,dP) = —(d,P,w)
Se Pe Dy =DerAea,be A allora:
([, P],da A\ dby = —irdip(da A db) + ipd{a,b}
= —(m,d(P(a)db — P(b)da)) + (P,d{a,b})
= —m(dP(a),db) + w(dP(b),da) + (P,d{a,b})
= —mn(da, dipdb) + w(db, dipda) + (P,d{a,b})
— —(d,P,da A db)
Nel caso generale, supponendo P = Q A X con Q € D% e X € D}, abbiamo
[T, Pl=[m, QN X +(-1)1QAN[r,X] =-d,QNX — (-1)Q Nd X = —d,P

per il caso ¢ = 1 e l'ipotesi induttiva.
QED
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Questo teorema consente in particolare di interpretare la condizione |7, 7] = 0
come una condizione di cociclo: il tensore di Poisson definisce quindi una classe
nel secondo modulo di coomologia di Poisson dell’algebra.

Inoltre, per il lemma, il morfismo di moduli 7# induce un morfismo di
complessi di cocatene, e quindi una mappa

HdR(A) — H,r(A)

dall’algebra di coomologia di de Rham all’algebra di coomologia di Poisson
di A.
Identifichiamo i primi tre gruppi di coomologia di un’algebra di Poisson:

Teorema 2.4.9 Se A ¢ un’algebra di Poisson allora
(a) HY(A) = Cas A.
(b) H(A) = Can A/ Ham A.

DIMOSTRAZIONE: Per la (a) si tratta di osservare che DY = A e che I'essere
a € DY un cociclo significa significa che d,a = 0 cio¢ che X, = 0 e quindi,
per ogni b € A: {a,b} = 0. Dunque H2(A) = Z(A) = Cas A. Per la (b) basta
notare che un 1-cociclo ¢ un elemento D di D} = Der A tale che d,D = 0,
cioe, per ogni a € a:

0= {(d,D,da N db) = n(da,dD(b)) — w(db,dD(a)) — (D, {da,db})
= {D(CL), b} + {CL, D(b)} - D{a> b}
Quindi gli 1-cocicli sono i campi canonici. Gli 1-cobordi sono invece gli elemen-
tidi Der A della forma d,a = X, per qualche a € A, cioe i campi hamiltoniani,

e quindi H!(A) = Can A/ Ham A.
QED

Possiamo dare una interpretazione anche per H2(A) che, almeno in questa
formulazione algebrica, non sembra essere presente in letteratura®.

Definizione 2.4.10 Una deformazione di un’algebra di Poisson A € una
sequenza esatta di K-spazi vettoriali

O—>AL>EL>QA—>O

6Nel caso A = C°°(M) esistono dei calcoli particolari, dovuti a Lu, Ginzburg e Nakha-
nishi che presentano H2(A) in modo concreto come spazio di deformazioni del tensore di
Poisson.
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ove E ¢ una K-algebra di Poisson, p un morfismo di K-algebre di Lie e i un
morfismo di K-algebre associative, tali che

i{p(e), b} = [6, Z<b)]

Due deformazioni si dicono equivalenti se esiste un morfismo di K-algebre di
Lie h: E — E’ in modo che il diagramma

E

SN

0—A Qy—0

N

E/
sia commutativo

Il motivo della terminologia si puo spiegare come segue: consideriamo il
tensore di Poisson 7 : Q4 A 24 — A e supponiamo che

O—>A—i>EL>QA—>O

sia una deformazione di A: allora possiamo comporre 7 con p e ottenere il
tensore

77('(61, 62) = 7T(p(€1)7p(€2))

su E: questa struttura di Lie ¢ la deformazione del tensore di Poisson associata
a E. Ad esempio, il tensore di Poisson stesso definisce una tale deformazione
(banale) su Q4 con i = 0 e p l'identita; la deformazione corrispondente a
p =0 e i l'identita (con E = A) & quella nulla, che deforma cioe la struttura
di Poisson in una identicamente nulla.

Teorema 2.4.11 H2(A) ¢ il modulo delle deformazioni delle strutture di
Poisson su A modulo equivalenza.

La dimostrazione & classica, e ripete ad esempio quella data in [19, §XIV-5]
per le estensioni di algebre di Lie (cfr. pure [41, §1.4]).

Negli esempi principali di algebre di Poisson che abbiamo introdotto (le
algebre delle varieta simplettiche e dei duali delle algebre di Lie) la coomologia
di Poisson coincide con oggetti ben noti:

Teorema (LICHNEROWICZ) 2.4.12 La coomologia di Poisson dell’algebra A =
C>(S) ove S & una varieta simplettica coincide con la coomologia di de Rham
della varieta.
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Questo segue immediatamente dall’essere I'isomorfismo 77 un isomorfismo dei
rispettivi complessi di coomologia (cfr. [64] per una dimostrazione diretta).

Teorema (GINZBURG-LU-WEINSTEIN) 2.4.13 La coomologia di Poisson
dell’algebra A = C*(g*) della varieta di Poisson lineare duale di un’alge-
bra di Lie coincide con la coomologia dell’algebra di Lie g a coefficienti nella
rappresentazione A.

Si tratta di un risultato noto che non ridimostreremo qui (cfr. [43]).

A titolo di esempio della difficolta del calcolo della coomologia di Poisson
in generale, anche per la mancanza di reali strumenti computazionali (ad
esempio questa coomologia, malgrado il nome, non ¢ funtoriale!), diamo la
coomologia di alcune strutture di Poisson quadratiche nel piano, determinate
da V. Ginzburg [42] e N. Nakanishi [?]: ad esempio la struttura di Poisson R3

ofdg  9f 0
{f.9}@y) = (@ +y?) (8_£8_z - 8_58_5)

ha i seguenti gruppi di coomologia di Poisson:
H{(RG) =R e H(R)=R* e H(R)) =R’
ove i generatori in grado uno sono

oy You or y@y

e i generatori in grado due sono

3/\2 2 2/\
oxr Oy

Invece, per la struttura di Poisson ]Rz

{f.9y =9 <a—f@ — ﬁﬁ)

il primo gruppo di coomologia ¢ di dimensione infinita, come pure il secondo,
che ¢ isomorfo a C*°(R) (cfr. [?]).

In ambedue i casi la dimostrazione ¢ non banale (ancora mentre Vai-
sman scriveva il suo libro [102] non era chiaro quali fossero questi gruppi di
coomologia).
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Concludiamo introducendo un’altra nozione omologica sulle varieta di
Poisson, vale a dire I’omologia di Poisson (cfr. [57], [13], [44], [102, §5]). Per
introdurla consideriamo 1'operatore A : Q% — Q""" definito come

Aw = [ig,d] = ipdw — diyw
Si tratta di un operatore differenziale di ordine minore di due. Inoltre
Ad+ dA = i d* — dizd + dixd — d*i; = 0
Possiamo dare anche per questo operatore una espressione differenziale:

Proposizione 2.4.14

n

A(agday A ... N ay) = Z(—l)i“{ao, a;yday A ... A da; A ... A da,

=1

+ Z(—l)”jaod{ai, a;j} ANday A ... Nda; A ... Nda; A ... A day,
i<j
DIMOSTRAZIONE: Applichiamo la definizione e le proprieta del simbolo di
sommatoria:

A(agday A ... A\ an) = ix(dag A day A ... Nday,) — dip(agday A ... A\ ay,)

= Z 1)+ (da; A dag)dag A ... Adag A ... Adaj A ... A day,

1<j

— dz D qor(da; A daj)da; A ... \ daZ A A da] A ... Nda,

1<j

=" (=1)"* 9 x(da; A daj)dag A . Ada; A . Adag A . A day,

=N (1) (dag A day)dag A .. Adag A ... Adag A . A day,

— S (1) agdr(da; A daj) Aday A Adag A ... Adag A .. A day,
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Tenendo conto del fatto che 7w(da A db) = {a, b} si ha la tesi.
QED

Corollario 2.4.15 A(adb) = {a,b}.

Ora ¢ facile verificare che A? = 0: si tratta di un calcolo formale del tutto
simile a quello per il differenziale esterno (cfr. [102, §4.2]). Abbiamo quindi
una mappa di bordo che chiamiamo differenziale di Koszul, che da luogo ad
un complesso di catene

e Qe Q) A 0

la cui omologia e ’omologia di Poisson dell’algebra A, e i cui gruppi si
denotano con HJ(A).

In generale questa omologia non e la duale della coomologia di Poisson,
anche se esiste un legame: il calcolo e proibitivo quanto per la coomologia;
comunque, come ci si aspetta (cfr. [13]):

Teorema (BRYLINSKI) 2.4.16 Se S ¢é una varieta simplettica allora I'omo-
logia di Poisson dell’algebra A = C*°(S) ¢ isomorfa all’omologia di de Rham.

Anche nel caso della varieta di Lie-Poisson vale un risultato analogo a quello
della coomologia (cfr. [57]):

Teorema (KoszuL) 2.4.17 Se g* ¢ una varieta di Lie-Poisson allora la
sua omologia di Poisson € [’omologia dell’algebra di Lie g a coefficienti nella
rappresentazione A = C*(g*).

Come esempio diamo qualche calcolo relativo al caso del piano simplettico con
una singolarita nell’origine RZ: cominciamo con il secondo gruppo di omologia,
e consideriamo una 2-forma

per la quale si ha
Aw = irdw — dizw = —d(f(z,y)(=* +¢?))

Dunque l'essere un ciclo equivale a

f(%l/):m
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con ¢ € R (per z,y) # (0,0); ovviamente una tale funzione si estende in
modo continuo su tutto R? solo se ¢ = 0, quindi lo spazio dei 2-cicli di
Poisson ¢ nullo, col che H} (R2) = 0: in particolare non coincide né con Hy(IR?)
(omologia di de Rham).
In grado zero abbiamo
C>(R?) C>(R?)

H6r<R(2)) = im A - {(z2+y?>)div f | f € C>=(R2)}

Infatti
A(adz + bdy) = {a,z} + {b,y} = (2> + y*) (O,b — dya)

Si noti che questo spazio di omologia non ¢ nullo: infatti la funzione

flz,y) = (x —y)V/a? +y?

non puo in alcun modo appartenere allo spazio che figura a denominatore:
dovremmo infatti, in quel caso, avere

r—y
(0xb — 0ya) =

il che, in tutto il piano (compresa 'origine), & impossibile.
Lo spazio HT e, per definizione, il quoziente

 {weQ|dw =0}
~ {A(fdz A dy)}

Infatti abbiamo gia calcolato A(adz + bdy), e il suo annullarsi equivale all’an-
nullarsi di 9ya — 9,b, cioe di dw = d(adx + bdy); il denominatore coincide con
C>(R?), dato che

A(fdx A dy) = —d(f{z,y}) = —d(f(2* +y*))
e la mappa o : C*(R?) — B7T(R2) definita come

a(f) = —d(f(=* + 7))

HY (RG)

e iniettiva, avendosi
—d(f(a® +y")) =0 = [=0

(come abbiamo gia notato nel calcolo di Hf(R?)) ed ¢ suriettiva in modo
ovvio.
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2.5 Fibrazione sullo spettro di un'algebra di Poisson

Diamo qui un piccolo contributo alla questione generale, che si inquadra nel
contesto della geometria non commutativa ([20]), della formulazione algebri-
ca di nozioni geometriche sulle varieta di Poisson, in vista di analoghi non
commutativi (e quindi dei cosiddetti procedimenti di quantizzazione).

Consideriamo un’algebra di Poisson A: ad essa possiamo associare un in-
sieme “geometrico, vale a dire la famiglia degli ideali massimali dell’algebra
associativa A, che denoteremo con Spec(A) (questa terminologia collide con
quella usuale in Geometria Algebrica, ma e espressiva: volendo potremmo
prendere il termine “spec come abbreviazione di “speculum piuttosto che di
“spectrum, il che sembra piu adeguato visto che le proprieta dell’algebra A si
riflettono nel suo Spec(A)).

Dato che A e un’algebra commutativa potremmo ripetere le usuali consi-
derazioni che si svolgono in Geometria Algebrica per gli schemi, e in Analisi
Funzionale per le C*-algebre commutative, tuttavia limitiamoci all’essenzia-
le: consideriamo cioe X = Spec(A) e mostriamo come possieda una struttura
naturale di spazio topologico indotta dalla struttura associativa di A.

Basti considerare gli elementi a € A come funzioni sui “punti y € Spec(A),
nell’ovvio modo seguente:

a(x) = x(a)
ove identifichiamo ideali massimali e funzionali moltiplicativi sull’algebra. Al-
lora possiamo considerare la topologia su A pit debole rispetto alla quale le
funzioni a € A sono continue (topologia spettrale).

Esempio. Se A = C*(M) ove M ¢ una varieta differenziabile allora ¢ facile
vedere che, come insieme, Spec(A) = M. Inoltre la topologia spettrale coin-
cide con la topologia della varieta, dato che un insieme ¢ chiuso se e solo se ¢
I'insieme degli zeri di una funzione differenziabile (teorema di Whithney).

Esempio. Se A = C(X) (funzioni continue complesse su uno spazio topo-
logico compatto di Hausdorff) allora Spec(A) ¢ omeomorfo a X, come segue
dalla teoria di Gel’fand-Naijmark.

L’altra classe ben nota di esempi e quella degli anelli commutativi noethe-
riani, per i quali gli spettri sono gli schemi algebrici (o meglio i loro modelli
locali).

Ora consideriamo 1’algebra associativa Cas A degli elementi di Casimir di
un’algebra di Poisson A: possiamo considerarne lo spettro Spec Cas A, con la
sua topologia spettrale.

Evidentemente esiste una suriezione

IT: Spec A — SpecCas A — 0
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che corrisponde all’inclusione Cas A C A: cioe, in qualche senso, lo spazio
topologico Spec A definisce una fibrazione sullo spazio Spec Cas A.

Notiamo che lo spazio Spec Cas A puo avere una struttura topologica biz-
zarra; i due casi limite sono quelli di un’algebra di Poisson simplettica, vale
a dire Cas A = K, nel qual caso SpecCas A e ridotto ad un sol punto, e,
all’estremo opposto, di un’algebra di Poisson nulla, vale a dire Cas A = A,
nel qual caso la fibrazione precedente e l'identita.

Teorema 2.5.1 Le fibre della mappa 11 sono spettri di algebre di Poisson
non degenerti.

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo m € Spec Cas A e II7!(m): si tratta dell’in-
sieme degli ideali massimali di A che contengono I'ideale massimale m ovvero,
se si vuole, dei caratteri dell’algebra A che, ristretti a Cas A, sono lo stesso ca-
rattere. Ora consideriamo, per ciascun 9 € I1-!(m) il quoziente Agy = MM /m:
e un’algebra associativa, sulla quale esiste una struttura di Poisson definita
come segue:

{a+m,b+m} ={a,b} +m

(ove a,b € M). Questa definizione & ben posta dato che m C Cas A, e inoltre
definisce delle parentesi di Poisson dato che lo sono { } su A; ora calcoliamo
gli elementi di Casimir per queste parentesi: se c+m ¢ un tale elemento allora,
per ogni a € IM:

{fa+mc+m}={a,c}+m

deve appartenere a m, il che significa che ¢ + m definisce un elemento in
Cas A/m = K, da cui otteniamo che ¢ & una costante. Dunque le parentesi
definite su Agy sono simplettiche.

QED

Notiamo che la mappa II & continua per definizione: rispetto alla topologia
di Spec A gli elementi di Casimir sono funzioni continue! Notiamo inoltre
che esiste una topologia piu fine su Spec A, che possiamo definire prendendo
come base dei suoi aperti le intersezioni degli aperti della topologia spettrale
di Spec A con le fibre della mappa II, e rispetto alla quale le fibre sono le
componenti connesse.

Osserviamo inoltre che questo teorema ¢ la versione formale del teorema di
stratificazione simplettica: chiaramente quest’ultimo ¢ piu profondo in quanto
coinvolge la definizione della struttura differenziabile sulle foglie simplettiche
e la differenziabilita della fogliazione singolare da esse determinata.
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2.6 Appendice: Spazi Vettoriali di Poisson

Diamo in questa appendice al capitolo un contributo alla definizione del con-
cetto di “spazio vettoriale di Poisson”: una tale trattazione manca in let-
teratura (se si eccettua [63] che perd danno una definizione inadeguata che
non riesce a catturare I’esempio principale delle parentesi di Lie—Poisson, so-
lo Weinstein accenna brevemente il caso lineare nel suo fondamentale lavoro
[104]).

La discussione che qui si propone e parzialmente un caso particolare della
teoria delle varieta di Poisson: comunque qui supponiamo di considerare spazi
vettoriali qualsiasi; la nostra idea e che si possa edificare una teoria di Poisson
per gli spazi vettoriali topologici che intervengono nella teoria delle equazioni
differenziali, nella teoria dei campi ed in meccanica quantistica (cfr. e.g. [20]);
in altri termini mentre la teoria che abbiamo gia esposto va bene anche nel ca-
so non lineare purché di dimensione finita, qui vogliamo dare qualche idea che
si estenda, nell’ambito del caso lineare, a spazi di dimensione infinita; notiamo
infine che gli spazi vettoriali considerati saranno su un campo qualsiasi.

2.6.1 Strutture di Poisson lineari

Qui considereremo spazi vettoriali su un campo K qualsiasi. Se K ¢ un campo
valutato non discreto (ad esempio K = R o K = C) gli spazi vettoriali
potranno essere topologici.

Definizione 2.6.1 Uno spazio vettoriale V' si dice spazio vettoriale di Pois-
son se l'algebra simmetrica Sym(V*) ha una struttura di Poisson.

La richiesta sull’algebra simmetrica si puo motivare in questo modo: un og-
getto geometrico € di Poisson se la sua algebra delle funzioni ¢ di Poisson,
e la scelta piu naturale per uno spazio vettoriale sono i funzionali lineari (e
continui nel caso di spazi vettoriali topologici): ovviamente questi non costi-
tuiscono un’algebra, ed e naturale considerare ’algebra generata da essi, che
e proprio l'algebra simmetrica in V*, o, equivalentemente, I’algebra dei poli-
nomi in V*. L’algebra simmetrica ha inoltre il vantaggio di essere un oggetto
universale intrinsecamente associato ad ogni spazio vettoriale: se lo spazio
vettoriale & topologico, ad esempio uno spazio di Banach, ’algebra simme-
trica considerata sara quella dei tensori simmetrici continui costruita sullo
spazio duale topologico.

La definizione precedente non pone alcuna restrizione sulla natura delle
parentesi di Poisson, se non che si tratta di funzioni polinomiali: in realta,
per restare nell’algebra lineare e non sconfinare nella geometria algebrica,
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necessario imporre la linearita alle funzioni considerate’. Prima di limitarci
al caso lineare, facciamo pero qualche osservazione di carattere generale.

Intanto fissiamo la notazione per I'algebra simmetrica: denoteremo i ten-
sori simmetrici omogenei di grado d su V* con Sym?(V*), in modo che:

Sym(V*) = @ Sym®(V*)

a>0

e denotiamo i tensori simmetrici di grado d su V* con Sym(d)(V*), in modo
che

d
Sym“(v*) = @5 Sym*(V*)
=0

Questi oggetti corrispondono, fissata una base in V*, ai polinomi omogenei
di grado d ed a tutti i polinomi di grado d in V*.

Osserviamo che le parentesi di Poisson su Sym(V*) sono completamente
determinate dai valori che assumono su V*. Intanto e ovvio che le costanti
stiano nel centro dell’algebra di Poisson:

{K,Sym(V")} = (0)
infatti, se k € K e p € Sym(V*), allora

e quindi {1,p} = 0 da cui {k,p} = 0 per ogni k € K.
Le parentesi di Poisson sono completamente determinate una volta che
siano definite su V* perché, se per h+p, k41 € Sym(l)(V*) =K& V* siha

{h+ o k+} = {0}

e ¢’e un solo modo di estendere una mappa bilineare antisimmetrica definita su
Sym! (V*) a tutto Sym(V*) in modo che soddisfi alla bilinearita, antisimmetria
e regola di Leibniz. Esplicitamente, un elemento p di Sym(V*) & una somma

Po + ... + pa, ove py € Sym"(V*), ciot p, = D ot otiy ke Qio..ir Vig---Vi, (PET

“Questo vuol dire che escludo da questa trattazione le parentesi di Poisson quadratiche
o di grado maggiore, che non possono essere trattate con metodi lineari ma che presumi-
bilmente richiedono una teoria delle varieta algebriche di Poisson (teoria che, a quanto mi
consta) non & stata ancora considerata.
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v, € V* e a;,.4, €K), e quindi
{p.a} ={>_ >}
k h
= Z{ Z Aig ...y Vig -+ Vi Z bjomjswjo...sz}

hJi‘ i0+---+ir':k ]O++]s:h

= E E E E vio...vit...Uirwjo...wju...sz{vit,wju}

k.h io+...+ir=k jo+...+js=h t,u

(per bilinearita ed identita di Leibniz).

Il fatto che le parentesi di Poisson su uno spazio vettoriale siano comple-
tamente determinate dai valori che assumono sulle funzioni lineari ¢ in pieno
accordo col ruolo giocato da queste funzioni, che in questo modo si rivelano
essere le uniche delle quali la struttura di Poisson tiene conto.

Quindi, in generale, le parentesi di Poisson su uno spazio vettoriale V'

saranno determinate da
k

{p.a} =) _milp,q)

=0

ove m; : V* A V* — Sym’(V*) sono tensori che determinano il valore delle
parentesi grado per grado.

Definizione 2.6.2

(1) Le parentesi di Poisson su uno spazio vettoriale V' si dicono omogenee
di grado d se verificano la

{Sym'(V*), 8ym' (V*)} € Sym*(V")

2) Le pCL?”@TLtGSi di Poisson su uno spazio vettoriale V' si dicono graduate
g
U@Ti?iC(lTLO la

{Sym® (V*), SymY (V*)} € Sym D (V)

Evidentemente uno spazio vettoriale di Poisson graduato puo essere omogeneo
di grado al pit1 uno, e questo sara il caso lineare, in cui

{Sym'(V*), Sym’ (V*)} € Sym™7~H(V*)

Il motivo per il quale si considerano queste restrizioni e semplice: le funzioni
alle quali siamo interessati sono i funzionali lineari su V', cioe gli elementi di
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V*, e quello che vogliamo ¢ che la parentesi di Poisson di due funzionali lineari
sia al pitt un funzionale lineare, e non, ad esempio, una funzione quadratica
o polinomiale. Dato che V* = Sym'(V*) deve aversi

{Sym'(V*), Sym'(V*)} € Sym' (V")
e quindi I'imposizione sui tensori simmetrici di grado maggiore ¢ per forza

quella considerata nella definizione precedente.

Naturalmente la teoria di Poisson costituisce una generalizzazione della
teoria simplettica, quindi il primo (e pit semplice) esempio di spazio vettoriale
di Poisson devono essere gli spazi vettoriali simplettici.

Gli esempi fondamentali di spazi vettoriali di Poisson li abbiamo gia dati
come esempi di algebre di Poisson: riformuliamoli brevemente nel contesto
puramente lineare, cominciando dagli spazi simplettici.

Esempio 2.6.3 Consideriamo uno spazio vettoriale fortemente simplettico
(S,w) (se dim S < oo forme deboli e forti coincidono: cfr. [20]): allora la
forma simplettica e un tensore fortemente non degenere

wSANS—K
Per definizione, la mappa lineare indotta
WS — 5*
¢ un isomorfismo®. Quindi resta indotta una mappa bilineare
WwSTAST—K
o A w(W (), ()
che ¢ ovviamente antisimmetrica e fortemente non degenere. Ponendo
Vi + o, h+19 € SymM(S)  {k+o,h+9} = (p,9)

abbiamo delle parentesi di Poisson che si estendono in modo unico, per bili-
nearita ed identita di Leibniz, a tutta I'algebra Sym(S*) e che rendono quindi
S uno spazio vettoriale di Poisson. Notiamo che queste parentesi sono degeneri
nel senso che

{Sym(8"),8ym(5")} C Sym’($") =K

S risulta quindi uno spazio vettoriale di Poisson non omogeneo.

8Se la mappa ¢ solo iniettiva lo spazio ¢ debolmente simplettico e la costruzione che
segue si puo effettuare solo su un suo sottospazio chiuso (I'immagine isomorfa di S in S**);
lo spazio € quindi riflessivo se e solo se una forma debolmente non degenere & fortemente
non degenere.
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Osserviamo che nell’esempio precedente non e necessario che la forma
simplettica sia non degenere: seguendo Souriau definiamo spazio vettoriale
pre-simplettico uno spazio vettoriale sul quale e fissata una 2-forma, con la
struttura di Poisson dell’esempio precedente.

L’altro esempio e, come ci si attende, la struttura di Lie-Poisson:

Esempio 2.6.4 Consideriamo uno spazio vettoriale V' il cui duale sia un’al-
gebra di Lie g = V* (ad esempio, se g € un’algebra di Lie il cui spazio vettoriale
supporto e riflessivo si puo considerare V' = g*). Evidentemente le parentesi
di Lie su V* sono definite da una mappa bilineare antisimmetrica

AN VAV —
© N = [p, )]

Questa mappa, al solito modo, si estende in modo unico a Sym(V™*) per bi-
linearita, antisimmetricita ed identita di Leibniz, in modo da rendere V uno
spazio di Poisson graduato omogeneo. Cioe le parentesi di Poisson su g* sono
le uniche che coincidono, in grado uno, con quelle di Lie

Vo, €V {o, 0} = [p, Y]

Osserviamo che 'identita di Jacobi per le parentesi di Lie si puo riformulare
dicendo che I'algebra Sym(g) ¢ un g-modulo se si pone

VpeSym(g)Voeg p-yp=1{p¢}

Se char(K) = 0 una delle formulazioni del Teorema di Poincaré-Birkhoff—
Witt e che il morfismo di K-moduli

n : Sym(g) — Ul(g)

|
rpn = — D 90(1)- oty

gESy

¢ g-equivariante (rispetto alla struttura di g-modulo su Sym(g)):

n{p:¢}) = np), ¢l

Otteniamo cosi, di nuovo, le parentesi di Lie—Poisson.

Qui chiamero uno spazio vettoriale V' dotato delle parentesi di Lie-Poisson,
spazio vettoriale di Lie—Poisson.

Osserviamo che fra gli spazi vettoriali di Lie-Poisson rientra quello banale:
cioe la struttura di Lie—Poisson associata ad un’algebra di Lie V* abeliana,
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nella quale le parentesi di Poisson su Sym(V*) (che diviene essa stessa algebra
inviluppante universale di V*) sono identicamente nulle.

Naturalmente le parentesi di Lie-Poisson esauriscono gli esempi di spazi
vettoriali di Poisson graduati omogenei.

Esempi di parentesi omogenee quadratiche o cubiche sono importanti in
certe applicazioni fisiche ed emergono nel contesto delle equazioni di Yang—
Baxter (cfr. [49]).

2.6.2 1l tensore di Poisson.

Torniamo agli spazi vettoriali di Poisson in generale, e cerchiamo di carat-
terizzare la struttura di Poisson in termini di V' piuttosto che di Sym(V™*).
Intanto ricordiamo che le parentesi di Poisson si scrivono in termini di un
tensore m: V¥ A V* — Sym(V*) come

{p, 0} = (e, 9)
(per ¢, € V*) con
d
™= Zﬂ'k
k=0

(ove T, : V* A V* — Sym*(V*)). E naturale chiedersi quando un tensore
7w V*AV* — Sym(V*) che si decomponga in questo modo dia luogo a
delle parentesi di Poisson su V', ed ovviamente l'unica condizione che deve
verificare a questo scopo € una caratterizzazione dell’identita di Jacobi per
{.} in termini di 7.

Introduciamo una notazione: intanto richiamiamo che ’algebra simmetrica
su uno spazio vettoriale possiede in modo naturale un modulo di differenziali,
ciot i differenziali di Kéhler Q' che, in virtl della sua proprietd universale
(di rappresentare il funtore Der(——)) si puo identificare nel nostro caso allo
spazio V* @ Sym(V*). La mappa di differenziazione ¢

d:Sym(V*) — Q' 2 V* @ Sym(V*)
P10 = > Pk ® 1. PP
k

Usiamo ora questa notazione per denotare l'estensione di 7 : V* A V* —
Sym(V*) all’algebra simmetrica:

T(d(proipn), ) =D P1..PhpnT (01, )

k
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Osserviamo esplicitamente che se ¢ € V* allora dp = ¢®1 che identifichiamo
con ¢ stesso. Ne segue che possiamo considerare I'estensione di 7 definita su
Q!: in altre parole avremo

{p,q} = n(dp,dq)

Ora torniamo all’identita di Jacobi per le parentesi di Poisson su Sym(V™*).
Nella notazione fissata si ha che

He, v}, x} = wldn(v,9), )

L’espressione [m, 7]s(p, ¥, x) = 2n(dn(p,¥), x) + c.p.(p, ¥, x) ¢ esattamente
la parentesi di Schouten di 7 con se stesso che, come noto, caratterizza i

tensori di Poisson sulle varieta, e quindi anche nel nostro contesto, ove pero
non sembra una caratterizzazione molto significativa.

Quello che possiamo osservare in generale su uno spazio di Poisson qual-
siasi e questo

Proposizione 2.6.5 Le componenti omogenee m;, della mappa m™ sono 2-
cocicli per la rappresentazione banale dell’algebra di Lie (Sym(V*),{.}).

DIMOSTRAZIONE: Si tratta di una ovvia osservazione: ricordiamo che il com-
plesso standard delle cocatene per un’algebra di Lie g a coefficienti in un suo
modulo M ¢é definito come

C*(g, M) = {f : A*g — M| f & multilineare}
mentre 'operatore di cobordo &, per ¢ € C*(g, M) e Xy, ..., X} € g:

k
0¢(Xo, oo X)) = D (—1)'X; - o Xo, oo, Xiy ooy Xi)

=0
0...k

+ Y (D)X X, Koy, Xy, X, X))
i<j

Allora abbiamo

> om0, x) = w(d{, v}, x) + ep(o b x) = {{e v} x} =0
k

che, grado per grado, ci da la condizione di cociclo.
QED
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Naturalmente questa condizione € ben lungi dall’essere una caratterizzazione
della struttura di Poisson su V. Per rendersene conto basta scrivere grado per
grado l'identita di Jacobi in termini delle m;: per brevita poniamo

Aij = Wi(dﬂ-j (@7 1/))7 X)
Allora

He vhx} =

Pertanto le parentesi indotte da 7 sono di Poisson se e solo se

> Ay=0 n=1,2..d

i+j=nj>0

Un caso particolare ¢ quello in cui gli elementi A;; con j # 1 sono tutti nulli.
Questo significa che le uniche relazioni da imporre saranno

Wn(dﬂl(@,w),X)‘i‘Cp(w,gp,X):0 n:1727"'7d

Queste relazioni significano esattamente che il tensore m; : V* AV* — V*
definisce su V* una struttura di algebra di Lie (equazione precedente per
n = 1), mentre le altre relazioni significano esattamente che 7, sono 2-cocicli
per la rappresentazione banale dell’algebra di Lie V* definita da ;. Quindi
queste strutture di Poisson su V' sono parametrizzate dalle possibili estensioni
delle strutture di algebre di Lie su V*.

Come esempio di questa situazione, consideriamo le parentesi graduate,
cioe le parentesi indotte dalla mappa m = my + 7. In questo caso 'identita di
Jacobi per le parentesi di Poisson si riduce a due sole identita in V*:

0={{p v} x}+cp(p, ¥, x)
= {m(e, V) + molp, ), x} + c.p.(¢, ¥, X)
= {m(p,¥), x} + cp-(0, 9, x)
= mi(m1 (e, ¥), X) + mo(m1(p, ¥), x) + c.p.(0, ¥, X)

cioe, ponendo [p, ] := m(p,Y):

[, ], x] + c.p-(@, 90, x) =0

mo([, V], X) + cp-(p, 1, x) =0
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La prima equazione ci dice che 7 induce su V una struttura di algebra di
Lie, la seconda che 7y € un 2-cociclo per la coomologia di quest’algebra. Come
noto, il gruppo di coomologia H?(g) di un’algebra di Lie parametrizza le classi
di equivalenza di estensioni

0 —K—gpK—g—0

e quindi ’algebra di Lie Sym(l)(V*) rispetto alle parentesi di Poisson e esten-
sione centrale dell’algebra di Lie V* rispetto alle parentesi di Lie [.] indotte
da m; per mezzo del cociclo my. Queste parentesi di Poisson sono note in
letteratura e chiamate parentesi di Lie—Poisson affini: nel nostro linguaggio,
costituiscono il caso piu generale di parentesi di Poisson graduate su uno spa-
zio vettoriale; notiamo che il caso m = 0 € quello degli spazi simplettici, ove
7o € la versione controvariante della forma simplettica (quella che nell’esem-
pio 2.6.3/ & denotata w’), mentre nel caso di uno spazio di Lie—Poisson 7y = 0
e m ¢ il tensore 1 (p, ) = [, ¥].

Osserviamo che 'esempio precedente si puo formulare in modo generale
nei termini seguenti: se V' & uno spazio di Poisson rispetto alle mappe 7 e 7’
allora la mappa 7 + 7’ pure induce una struttura di Poisson su V' se e solo se

' (dm (@, 1), x) + c.p.(@, 1, x) =0

Infatti come abbiamo visto l'identita di Jacobi per le parentesi di Poisson
indotte da 7 equivale all’annullarsi delle parentesi di Schouten [, 7], € quindi
7 + 7' induce una struttura di Poisson se e solo se

0=[r+n,7+7s=[m 7]+ [, 7]s = 2[7, 7|5

dato che, come ¢ ovvio constatare, [, 7']s = [1/, 7|5 (in generale le parentesi
di Schouten sono definite sull’algebra completa dei tensori antisimmetrici, e
la rendono un’algebra di lie graduata, cosi nel caso di tensori di rango due
sono simmetriche). Questa condizione ¢ esattamente quella precedente e, se e
verificata, diciamo che le strutture di Poisson 7 e 7’ sono compatibili.

Osserviamo inoltre che, se p : A*V* — Sym V* & un tensore allora
possiamo definire il tensore dp : AF'V* — Sym V* come

Ip(po Ao N r) = Zw(dp(goo AN A N o N gr), i)+
+ 3 pldn(pi, 07), (o A e ABi N NG A A 1)

1<j

In questo modo, l'operatore 9 soddisfa alla condizione 60 = 0 e quindi induce
una coomologia che si dice coomologia di Poisson dello spazio V' rispetto alla
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struttura di Poisson 7. L’ostruzione a che il tensore w7’ sia ancora di Poisson
e quindi di natura coomologica, ed anzi ogni struttura di Poisson compatibile
con m da luogo ad una classe di coomologia (di grado due) di Poisson.

Dall’analisi precedente possiamo concludere che una famiglia di strutture
di Poisson {7} su uno stesso spazio vettoriale V' tale che, per ogni h e per
ogni k: [, m;] = 0 da luogo ad una nuova struttura di Poisson ), m; su
V' che chiamero sovrapposizione delle [ }. L’esempio pit semplice ¢ proprio
quello delle parentesi di grado uno, i.e. affini, che abbiamo considerato piu
sopra.

Notazione 2.6.6 Converremo d’ora innanzi di identificare gli spazi vettoriali
di Poisson con le coppie (V,m) ove m: V* AV* — Sym V* ¢é la mappa che
determina la struttura di Poisson di V.

La mappa di Poisson 7 ¢ determinata dalle sue componenti omogenee 7, ..., mg:
cerchiamo allora di vedere come la struttura di Poisson si comporta grado per
grado. Raffiniamo la nostra notazione differenziale, introducendo le mappe

k
d*:Sym V' — A\V*®Sym V*

D1 Z Oiy N oo N @i, @ 0104y Diy - P,

i1k

(notiamo che d' = d secondo la notazione precedente, e che se n < k allora

Proposizione 2.6.7 Se (V,7) € uno spazio di Poisson allora il duale V* é
un’algebra di Lie rispetto alle parentesi

[p, 9] = d'm (e, )

DIMOSTRAZIONE: Infatti [[p,¢], x] = d'n(d'n(p,%),x) = d'{{p,¥},x} e
quindi l'identita di Jacobi per le parentesi di Poisson implica quella per le

parentesi [.].
QED

Ovviamente la mappa d* risulta un morfismo fra le algebre di Lie Sym V* e
V=

d'{p.q} =[d'p,d'q]
e la struttura di Lie [.] & abeliana se e solo se le parentesi di Poisson sono
degeneri (i.e. I'immagine di 7 ¢ contenuta in K).
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2.6.3 Sottospazi caratteristici

Torniamo ora agli spazi vettoriali di Poisson generali, sui quali faremo l'ipotesi
che siano spazi vettoriali topologici riflessivi (ad esempio di dimensione finita).

Definizione 2.6.8 Se V ¢ uno spazio di Poisson le cui parentesi siano in-
dotte dalla mappa 7, e se v € V allora la mappa di Poisson in v ¢

T : VANV — K
e NP = (o, ¥)(v)

mentre [‘operatore di Poisson in v ¢ la mappa indotta
A VA ol v
= (¥ =) (v))

Definizione 2.6.9 I sottospazio caratteristico di V in v € V ¢ lo spazio
vettoriale Im .

Si rammenti che il rango di V' in v & la dimensione rango,, v del sottospazio
caratteristico in v (scriveremo semplicemente rango v).

Definizione 2.6.10 Se per ogniv € V rango(v) < oo allora lo spazio si dice
localmente di rango finito, e se esiste un intero r tale che per ogni v € V
rk(v) < r lo spazio si dice di rango finito ed il suo rango é il minimo degli r
che soddisfano la relazione precedente per ogniv € V.

Ovviamente in dimensione finita queste nozioni coincidono.

Sappiamo che il rango & una funzione semicontinua inferiormente (non puo
cioe decrescere in un intorno di v € V'), come pure sappiamo che non ¢ detto
che sia costante in un intorno aperto di v, e se lo ¢ il punto si dice regolare.
Se lo spazio e di rango finito allora abbiamo visto che 'insieme dei punti
regolari & denso. In particolare, nel caso di spazi di rango finito, la struttura
di Poisson e determinata sui punti regolari.

Rammentiamo inoltre che uno spazio e regolare se ogni suo punto lo e: ad
esempio lo spazio di Lie-Poisson V' = g* associato all’algebra di Lie g non lo
e mai: il punto 0 € g* ha infatti addirittura rango nullo, dato che se ¢, € V
allora m(p,1)(0) = [¢,1](0) = 0 (un funzionale lineare ¢ sempre nullo in 0).

Pit in generale, l'origine di un qualsiasi spazio di Poisson omogeneo di
grado > 1 ha rango nullo. Un punto di rango nullo lo chiamiamo singolare.

Il seguente teorema determina la struttura di ogni spazio vettoriale di
Poisson, ed ¢ una versione lineare del teorema di Weinstein sulla struttura
locale delle varieta di Poisson (cfr. [104]).
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Teorema 2.6.11 Se V' ¢ uno spazio vettoriale di Poisson allora per ogni
v € V esistono due sottospazi vettoriali S, e N, di V' tali che:
(1) V=5,8N,.
(2) Lo spazio S, é simplettico rispetto alle parentesi di Poisson indotte
da V', mentre lo spazio N, ha rango nullo in v (e quindi le parentesi
di Poisson indotte da V' su N, sono identicamente nulle in v).
(3) I sottospazi S, e N, sono univocamente determinati dalle (1)-(2).

DIMOSTRAZIONE: Per v € V', consideriamo il sottospazio vettoriale di V'
S, :=im7#:se V =5, (i.e. se lamappa 7 ¢ un isomorfismo) allora l'inversa
wl V. — V* di 7¥ corrisponde ad una forma simplettica (fortemente non
degenere) w, : VAV — K che rende V' uno spazio simplettico. Per il teorema
di Darboux, se v # v’ si ha comunque w, = w,s su S, = S,/. Prendendo N, = 0
si ha quindi la tesi, dato che la struttura di Poisson indotta da w su V' coincide
con quella associata a .

Se S, := im7# & un sottospazio proprio di V, allora il ragionamento
precedente implica che S, € simplettico rispetto alla struttura di Poisson
indotta da 7. Infatti S, = im 7# = V*/ker 7 e quindi 7, induce sul quoziente
una forma bilineare antisimmetrica

Tyt Sy A S, — K
PAY = m,(p, )

Questa forma ¢ ben definita e non degenere in quanto, se esiste P tale che per
ogni 1 si abbia 7,(®, 1) = 0 allora

Vi € VF Yy € Ker m# 0=m,(0,% + x) = m(0,)

cioe p € Ker m, e quindi = 0.
Allora V/S, ¢ isomorfo ad un sottospazio N, di V' tale che valga la (1):
evidentemente il tensore di Poisson ,|y, € zero.
QED

Un chiarimento importante che merita il teorema, & che i sottospazi S, si
immergono in V', al variare di v € V' come sottovarieta affini e che solo Sy e
propriamente un sottospazio vettoriale di V': per questo motivo la decomposi-
zione V = S, @ N, e solo a meno di isomorfismi (precisamente della traslazione
che porta v in 0).

Dato che intorno ad un punto regolare il rango ¢ costante, una immediata
conseguenza del teorema e che

Corollario 2.6.12 Se il punto v ¢ regolare allora nella decomposizione del
teorema precedente lo spazio N, ha parentesi di Poisson identicamente nulle.
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Anche se e implicito nella dimostrazione del teorema, osserviamo che se V'
e regolare allora nella decomposizione V' = S & N, la restrizione di m a S &
simplettica mentre, dato che N ¢ il nucleo di 7 per ogni v € V le parentesi
di Poisson sono identicamente nulle su V', e quindi I'immagine di 7 ¢ K, cioe
7 : V*AV* — K determina (ed ¢ determinato da) una forma presimplettica
w: VAV — K. In altri termini, se la mappa 7 : V* AV* — Sym V*
¢ non degenere, nel senso che se per ogni ¥ € V* si ha w(p,¥) = 0 allora
¢ = 0, "immagine di 7 ¢ tutta contenuta in Sym®(V*) = K. Infatti 7(¢,v) ¢
una funzione polinomiale, e quindi invertibile se e solo se priva di termini di
grado positivo. Cosi

Corollario 2.6.13 Uno spazio di Poisson regolare e presimplettico.
Dalla dimostrazione del teorema segue pure il

Corollario 2.6.14 Se esiste un punto v € V nel quale il rango ¢ massimo
(i.e. rango(v) = dim V') allora la struttura di Poisson su V ¢ simplettica.
Se lo spazio V ha dimensione finita, allora il teorema 5 implica che esistono
delle coordinate (dipendenti da v) (P1, ...y Puy q1y ooy Qny 215 -y 2r) in V* tali che

{pispi} = {4, ¢;} = {z,9} =0
{pis 45} = 6
{zi, 2} (v) =0

(per ogni v € V*).

Nel caso degli spazi regolari, le funzioni {z;} generano il centro dell’algebra
di Lie (Sym V* /{.}), e nella base fissata la matrice associata a 7 si scrive

0 I 0
a=|—-1 0 O
0 00

In generale, fissata una qualsiasi base (¢4, ..., ¢,) di V, le entrate ((m;;)) della
matrice dr sono m;; = {pi, ¢;}.

2.6.4 1l Gruppo di Poisson

Un fatto fondamentale che non abbiamo menzionato e che gli spazi vetto-
riali di Poisson formano una categoria: naturalmente dobbiamo specificarne i
morfismi, e gie sappiamo quali sono: le mappe di Poisson, cioe le applicazioni
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AV — W che inducono un morfismo di algebre associative e algebre di
Lie fra Sym W* e Sym V™.
Questo significa che la mappa

A*:Sym W* — Sym V*
p—poA

deve soddisfare alle

{Ap, A}y = A{p. ¢}w e A'(p-q) = (A"p)(A%q)

Quindi, per l'identita di Leibniz, A* & determinata su W*, nel senso che i
morfismi fra due spazi di Poisson (V,7) e (W, p) sono esattamente le mappe
A:V — W tali che

Vo, e W* {poApoAly ={p,Y}woA

ovVero, .

dato che, per ogniv € V e p, ¢ € W*:

(P, 0) (W) = pp, ¥)(Av) = w(A*p, A"))(v)
= (77 A*p)(A*Y) = A*(x A*) (1))

Introduciamo le altre nozioni fondamentali nella categoria degli spazi di Pois-
son.

Definizione 2.6.15 Un sottospazio vettoriale W di uno spazio di Poisson
(V,m) si dice sottospazio di Poisson se € uno spazio di Poisson, diciamo
rispetto ad una mappa p, e se l'immersione W — V' ¢ una mappa di Poisson.

In modo equivalente, W & un sottospazio di Poisson di V' se la suriezione
Sym V* — Sym W?* e un morfismo di algebre di Lie oppure, ancora, se il
sottospazio Anny (W) di V* ¢ un ideale dell’algebra di Lie (V*,[.]).

I prodotti nella categoria degli spazi di Poisson sono facilmente identifi-
cabili grazie alle proprieta funtoriali dell’algebra simmetrica: se V; e V5 sono
spazi di Poisson, allora le algebre simmetriche sono algebre di Lie e le parentesi
di Lie

{1 @ Q2,91 @ Patia i= {1, Y1} @ Patha + Y111 ® {@2, Y2 }s

sono le uniche a rendere il prodotto tensoriale Sym V;*®@Sym V5 = Sym(V}* x
V5F) un’algebra di Poisson tale che la restrizione delle parentesi {.}12 a V;
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coincida con {.}; (i = 1,2) e tale che le funzioni definite su un singolo fattore
commutino con quelle definite sull’altro: se ¢ dipende solo da V; e ¢ dipende
solo da V3 allora {¢, ¥ }15 = 0.

Evidentemente i fattori Vi e V5 si immergono in V; @ V5, come sottospazi
di Poisson e, per definizione, le proiezioni da V; & V5 su fattori V; e V5 sono
pure mappe di Poisson.

Ad esempio possiamo formare il prodotto degli spazi di Poisson che meglio
conosciamo: quelli simplettici e quelli di Lie—Poisson. Cosi S ® g* sara uno
spazio di Poisson le cui parentesi sono completamente determinate da quelle
simplettiche di S e da quelle lineari omogenee di g*: questo spazio non é
regolare: infatti non lo e g*, dato che, ad esempio, ha un punto singolare
nell’origine, e quindi per ogni s € S, il punto s &0 € S @ g* non e regolare.

Concentriamoci ora sui morfismi di Poisson fra due spazi V e W. Una
ulteriore (ed ovvia) caratterizzazione ¢ la seguente: A : V' — W & di Poisson
se e solo se per ogni campo hamiltoniano X, si ha

A" Xpos = Xy
Questo implica che Sa, = A(S,) e quindi
rangoy, (v) > rangoy, (Av)
In particolare

Corollario 2.6.16 Un morfismo di Poisson A :V — W fra uno spazio di
Poisson V' ed uno spazio simplettico W e sempre suriettivo.

Proposizione 2.6.17
(1) Se A:V — W é un morfismo di Poisson invertibile, allora anche
A~ ¢ di Poisson.
(2) Se A:V — W e B: W — Z sono morfismi di Poisson anche
BoAloé SeA édi Poisson ed é suriettivo e se Bo A é di Poisson,

allora B ¢ di Poisson.

DIMOSTRAZIONE: (1) Per ogni w € W esiste per ipotesi un v € V tale che
Av = w e quindi, per ogni w € W:

p(pA~ YA (w)

plpA~ YA (Av)
T(pATTA PATTA) (V)
(g, ) (A7)
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(2) II primo enunciato ¢ ovvio. Per quel che concerne il secondo, per ogni
w € W esiste un v € V tale che w = Av (suriettivita di A) e quindi

mw (B, Y B)(w) = mw(pB, ¥ B)(Av) = mv (¢ BA, » BA)(v)
= 7v(p, ) (B(Av)) = (e, ¥)(Bw)

QED

Definizione 2.6.18 Se (V,7) ¢ uno spazio vettoriale di Poisson allora il
gruppo (lineare) di Poisson Ps(V') ¢é il gruppo delle applicazioni lineari inver-
tibili (e continue) di Poisson.

In generale una mappa di Poisson non ¢ necessariamente lineare (né continua):
infatti il gruppo degli isomorfismi di Poisson di uno spazio ¢ in generale un
“eruppo algebrico” di dimensione infinita. Invece il gruppo lineare di Poisson
¢ evidentemente un sottogruppo chiuso (algebrico) di GL(V).

Se V' & uno spazio simplettico, allora Ps(V) = Sp(V'), mentre se V = g*
e uno spazio di Lie-Poisson Ps(V) = Aut(g) ¢ il gruppo degli automorfismi
dell’algebra di Lie g.

Teorema 2.6.19 La categoria degli spazi vettoriali simplettici € una sottoca-
tegoria piena della categoria degli spazi di Poisson.

DIMOSTRAZIONE: Se A : V — W & un morfismo fra spazi di Poisson allora

my (A%, A™) = A (p, ¥)

Ma dato che V' e W sono simplettici, le loro mappe di Poisson 7y e 7y sono
invertibili e danno luogo a due forme simplettiche wy e wy, che in virtu della
condizione precedente soddisfano alla

WV(Ava A’U)) = wVV(Ua "LU)

Cioe A e simplettico.
QED

Proposizione 2.6.20 Uno spazio vettoriale simplettico non ha sottospazi di
Poisson propri.

DiMOSTRAZIONE: Infatti se ¢+ : W — V ¢ una mappa di Poisson, per il
corollario 3. deve essere suriettiva e quindi e la mappa udy .
QED
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Consideriamo ora i sottospazi di uno spazio di Lie-Poisson V' = g*: devono
essere sottospazi di V' la cui iniezione canonica ¢ : W — V sia una mappa di
Poisson, i.e.

Vwe W mw (e, o) (w) = [de, dd)(w)

quindi W ¢ un sottospazio di Poisson se e solo se Anny (W) ¢ un ideale
dell’algebra di Lie g = V*. In questo caso la struttura di Lie-Poisson che
I'algebra di Lie g/Anny (W) induce sul suo duale (che e isomorfo a W) e
esattamente la struttura di Poisson di W, cioe un sottospazio di Poisson di
uno spazio di Lie-Poisson V' & sempre della forma (g/i)* ove i & un ideale
dell’algebra di Lie g.

Ad esempio, se l'algebra di Lie g € semisemplice, lo spazio di Lie-Poisson
associato non ha sottospazi di Poisson”.

2.6.5 Struttura del Gruppo di Poisson

Vogliamo ora affrontare 'analisi della struttura del gruppo di Poisson Ps(V)
di uno spazio (V,m). Per prima cosa considereremo il caso di uno spazio
regolare: cioe V' sara uno spazio di Poisson che si decompone come V' = S®N.
Naturalmente, a priori, i sottospazi S e N non sono di Poisson, ma nel caso
regolare questo e vero: infatti NV lo € banalmente, dato che la sua struttura di
Poisson e zero, (sappiamo che uno spazio regolare € presimplettico) e quindi
se t: N — V ¢ la sua immersione in V allora

{901’7 wb}N =0= {907 ?ﬂ}vb

dato che le parentesi di Poisson di V' sono nulle su V. Che S sia un sottospazio
di Poisson di V' segue dal fatto che la mappa ¢ : S — V e simplettica e quindi

{or,i}s = w(" Xp, 1" Xy) = w(Xy, Xy) = {p, ¢ }ve

cosl la decomposizione V = S & N ¢ una somma diretta di spazi di Poisson
(ovviamente pensiamo a S come a Sy, dato che per v # 0 S, ¢ solo un
sottospazio affine di V/, il cui spazio vettoriale e isomorfo a Sy tramite la
traslazione di v in 0).

Dato che V' e regolare, il tensore 7 ha solo elementi di grado zero e quindi
e completamente determinato da una forma bilineare antisimmetrica

w: VAV —K

9% questo il caso di 50(3), la cui struttura di Poisson € implicita nei lavori di Euler sulla
meccanica dei corpi rigidi.
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Il gruppo di Poisson e quindi in questo caso il gruppo degli elementi A €
GL(V) tali che
w(Av, Aw) = w(v, w)

(pensando w e A come matrici: ATwA = w, ovvero, A*w?A = WP).
Osserviamo ora che il sottospazio N e stabile per I'azione del gruppo di
Poisson:
Ps(V)-N CN
infatti, se n € N si ha che per ogni v € V w(An,v) = w(n, A v) = 0

i.e. An € N. Quindi se A € PS(v) restano definite due applicazioni lineari
Aly € GL(N) e

A:V/N — V/N
v+ N+— Av+ N

che ovviamente ¢ un simplettomorfismo di V/N = S.

Non & pero in generale vero che Ps(V') stabilizzi S: ad esempio, se N =K
(con la coordinata z) e S = K@ K munito delle coordinate simplettiche (p, q)
allora la trasformazione

A: SN —SEN
(p+q.2)—P—qp+qg+2)

¢in Ps(V) dato che ATwA = w (infatti ATwA(p+q, 2) = ATwp—q,p+q+2z) =

AT(—=q—p,0) = (¢—p,0) = w(p+gq, 2)) mentre A(p+q,0) = (p—q,p+q) ¢ 5).
Ovviamente sia GL(N) che Sp(S) sono sottogruppi di Ps(V): se A €

Ps(V), scriviamo Av = Agv+ A,v secondo la decomposizione di V =S @& N.
Se A € Ps(V) allora per ogni elemento v =s+n € V:

A(s+n) = As+ An = Ass @ (Ans + Ann)

e si ha
W'(s+n)=A"WA(s +n)
= A*(WP(Ays) + wb(Ans) + w(Aun)
= A*WP A (s) x A*WP A, (s)
quindi

W(s) = A*wP A,(s) e WA, (s) =0

Dunque A € Ps(V) se e solo se Aglg € Sp(S), Auls =0 e A]N € GL( ).
Nel séguito scriveremo A = A, + A, + A, ove A; € Sp(S), A, € GL(N) e
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A,, © S — N. Osserviamo che non esiste alcuna imposizione su A,,, che e
quindi una qualsiasi applicazione lineare fra S e V.

Questa decomposizione per un elemento di Ps(V') e evidentemente unica,
ie.

Ps(V) = Sp(S)-GL(N) - Hom(S, N)

E pure ovvio che questo prodotto non e diretto.
Ad esempio, se dim V' < oo, possiamo fissare una base (p1, ..., Pr, G1, -+, Gr,
21, ..., 2) standard nella quale

Allora un elemento di Ps(r, k) = Ps(V) ¢ una matrice invertibile A tale che
w=ATwA ie.
0
a=["* o
y z ¢

ove X € Sp(S), ¢ € GL(N) e y e z sono matrici k x r. Infatti, se

a
A= X b
Yy z c
0 0
deve aversi A [ 0| = [ 0 | e quindi @ = b = 0. Inoltre la relazione ATwA =
n /
w si scrive:
0 I 0 syl 0 0
-1 0 0] = X 2T J 0 X 0
0 00 00 00 0 yz c
0 0
T
_ [ XTI 0 X 0
00 O yz c
0
T
_ [ XTIX 0
00 0
0 TI\,. .
(ove J = I 0 )i.e. X € Sp(S). Che, infine debba essere ¢ € GL(N) segue

ovviamente dal fatto che A ¢ invertibile e det(A) = det(X) det(c) = det(c).
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Dalla decomposizione precedente & chiaro che c¢’é solo una immersione (che
sia un omomorfismo di gruppi) del gruppo additivo Hom(S, N) in Ps(V):

0 0 9 0 0
X 0 X 0 = X 0] = X 0
a c b ¢ aX +cb 2 a+b c

se e solo se X2 = X e c? =ceperogniabaX+c=a+b,ie. seesolose
X=Ilec=1.

Scriviamo ora la formula del prodotto di due morfismi di Poisson in termini
della decomposizione A = A, + A,, + A,

(As+ A, + Ap)(Bs + B, + By) = (AsBs) + (An + An)(Bs + B, + Bn)
= AsBs + A, B, + (A, By + A By)

Ora, dato che c’e solo un’immagine omomorfa di Hom(S, N) in Ps(V'), deve
essere
Hom(S,N) < Ps(V)
e quindi
Ps(V)/Hom(S,N) = Sp(S) x GL(N)
Questo pero non significa che Ps(V') ¢ prodotto semidiretto di Sp(S)x GL(N)
con Hom(S, N): certamente ne ¢ una estensione centrale, e corrisponde ad un

tipo piu generale di prodotto fra gruppi, che possiamo assiomatizzare come
segue:

Definizione 2.6.21 Se G, H e K sono gruppi, con K abeliano, e se ci sono
1 morfismi

aG — Aut(K) B H — Aut(K)”
(i.e. a(gg’) = a(g)alg’) e B(hh') = B(K)B(h)) allora sull’insieme G x H x K

l’operazione
(9. h, k)(g", W, K') == (99", b/, a(g')k + B(R)K')
indice una struttura di gruppo che denotiamo G Ko H.

Si puo dimostrare che K < G L H e che se H = {e} allora questa
nozione coincide con quella di prodotto semidiretto G' x K.

Osserviamo che, se 2r = dim S e k = dim N allora dim Ps(V) =
dim Sp(S)+ dim GL(N) + dim Hom(S, N)=r(2r +2) + k(k + ).
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Determiniamo ora ’algebra di Lie del gruppo algebrico Ps(V): sia { A; }rex
una famiglia ad un parametro di elementi di Ps(V') (tale che cioe A, = Idy).

La mappa
dA,
Py = —
= (@),

si dice trasformazione di Poisson infinitesima di A;. Dato che w(Aw, Ayw) =
w(v,w), derivando si ha la proprieta caratteristica di queste trasformazioni:

w(Pv,w) + w(v, Pw) =0
Lo spazio vettoriale
ps(V) :={P € End(V)Vv,w € V w(Pv,w)+w(v, Pw) =0}

e un’algebra di Lie rispetto al commutatore [P, Q] = PQ — QP: infatti, se
P,Q € ps(V),

w([P, Qlv,w) = w(PQu,w) — w(QPv,w)
= w(Pw, Qv) — w(Qw, Pv)
= w(v, QPw) — w(QPw,v)
— ([P, glw, v)

L’algebra di Lie ps(V') si dice algebra di Poisson dello spazio V' ed e, per
definizione, I'algebra di Lie del gruppo di Poisson di V.
Osserviamo che se P € ps(V) ¢ definita la forma quadratica Qp : V — K:

Qp(v) = %w(Pv, v)

che si dice hamiltoniana. Ovviamente € non degenere se e solo se lo & w. Dato
che Qp pud vedersi come un elemento di Sym? V*, possiamo calcolarne le
parentesi di Poisson, ottenendo

{Qp, @p}(v) = m(dQp, dQp)(v) = [P, P'|(v) = w(Pv, P'v)

Vediamo ora come si scrivono nelle coordinate standard le matrici dell’algebra
di Poisson di V: naturalmente P € ps(V) se e solo se PTw + wP = 0, ciog,

c
scrivendo P = X d
ab e
0 c
T
xs O ox ()
c'dloo 00 0
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0
Quindi P deve essere della forma X 0] con X € ps(S).
ab c
In termini intrinseci, scriviamo una formula per il commutatore in ps(V),
utilizzando la decomposizione P = P, + P, + P, (desunta da quella degli
elementi di Ps(V)), con Ps € sp(S), P, € gl(N) e P,, € Hom(S, N) (algebra
di Lie abeliana). Allora

[Ps + P, + P, P.+ P, + P' ] = [P,, P]] + [P,, P + ([Pn, P.,] + [P, P.])

Quindi P sta nel centro dell’algebra ps(V) se e solo se, per ogni P': [Py, Pl] =
0, [P.,Pl] =0e [P, P.]+ [Pn, P =0 il che, ovviamente equivale a P, €
Z(gl(N) = {matrici diagonali} = K.

Osserviamo inoltre che la sottoalgebra abeliana $Hom(S, N) ¢ in realta un
ideale (perché il sottogruppo corrispondente ¢ normale) e quindi il radicale di
ps(V) & Rad(ps(V)) = Hom(S, N) @ K. La decomposizione di Levi di ps(V)
e quindi

ps(V) = Rad(ps(V')) > (sp(V) @ sl(N))
Da queste considerazioni segue che ps(V') non e riduttiva (il suo centro non

coincide col radicale), ma & estensione abeliana dell’algebra di Lie semisem-
plice sp(V') @ sl(N).

Per concludere notiamo che

Proposizione 2.6.22 Una varieta e una varieta di Poisson regolare se il
gruppo strutturale del suo fibrato tangente si riduce al gruppo di Poisson.

Il ragionamento ¢ il medesimo che si effettua nel mostrare che una riduzione
al gruppo ortogonale equivale alla scelta di una metrica riemanniana (cfr. [53,
Vol.I, esempio 5.7]).



