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Con quest’anno ne sono passati cento senza HemcdPé: infatti il 17 luglio 1912 si
spegneva a cinquantotto anni quello che molti hatefmito I'ultimo matematico uni-
versale della storia, una qualifica che forse poin® anche ascrivere a Hermann Weyl.
L'impronta di Poincaré sulla matematica del Noveoee anche sulla matematica con-
temporanea, € ancora viva e profonda: alla sudmeelongettura € stata data risposta
soltanto nel 2003 e non € eccessivo dire che @mtodi topologia sono stati influenza-
ti profondamente dal tentativo di risolverla. | slavori sul problema dei tre corpi han-
no rivoluzionato la meccanica celeste e gettatoraliace su questi studi, in particolare
introducendo per la prima volta nella storia datgero scientifico il concetto di caos.
Molti ritengono anche Poincaré un precursore dellaivita einsteiniana.

Ma Poincaré e stato anche un pensatore che guaatldvéa del pur sconfinato univer-
S0 matematico nel quale si muoveva con strabiliagiita: in particolare si € occupato
di filosofia e filosofia della scienza, lasciandei suoi ultimi anni alcuni interessanti
contributi in proposito, che hanno avuto una infizee notevole su molti altri pensatori.

E infatti, piuttosto che imbarcarci nellardua sennmpossibile impresa di passare in
rassegna la monumentale attivita del grande matewmnai piace ricordare questi cento
anni che ci separano dalla sua scomparsa faceogagriferimento ad alcune sue os-
servazioni che potremmo definire epistemologichecma utilizzano comunque idee e
concetti matematici.

1. L'ubiquita dei gruppi

Il concetto digruppoé una delle idee fondamentali e portanti dellaematica moder-
na: la teoria dei gruppi si ramifica infatti in teitle branche della matematica,
dall'algebra, alla geometria all’analisi, alla nraggica applicata. L'idea in sé origina
nel campo dell’algebra, e precisamente nei lavio@idseppe Luigi Lagrange della fine
del Settecento e soprattutto di Evariste Galoikimielo dell’Ottocento, nei quali si po-
se fine alla questione della ricerca delle fornridelutive, con le quattro operazioni e le
estrazioni di radice, delle equazioni algebrichss@ciando a una equazione algebrica il
gruppo di permutazioni delle sue radici e legarelproprieta della struttura di questo
gruppo alla risolubilita 0 meno dell’equazione fuaro che una equazione algebrica di
grado maggiore o uguale a cinque non pud essgenigrale risolta per radicali.

Per molto tempo i gruppi rimasero confinati in dlesbito, cioe identificati con i
gruppi di permutazioni, fino a che, nella secondaantell’Ottocento, non si scoprirono
esempi di gruppi con infiniti elementi, i cosiddegtuppi di Lie, che compaiono in tutti
I rami delle scienze a governare fenomeni fondaatierdalla struttura delle particelle
elementari, alla geometria degli elementi chimadie simmetrie dell’universo su vasta
scala.

Ma cos’e esattamente un gruppo?



La definizione & semplice ma nasconde una teodfopda: un gruppo € un insierse
di elementi qualsiasi, che contiene almeno un ekoe(chiamatoelemento neutfoin

modo che sugli elementi @ si possa operare con una operazione * che gotasiel
guenti proprieta:

1) a*(b*c)=(@* b)* c, perognig, b, cinG.
2) a*e=e* g, perogniainG.
3) Perogniain G esiste sempre unin Gtale chea*b =b* a=e

Diciamo pertanto che I'operazione che permetteodiltinare due elementi qualsiasi di
un gruppo per fornirne un altroaéssociativa possiede umlemento neutr@ ogni ele-
mento possiede unversoper essa.

Esempi di gruppi sono dati dai sistemi numericr. @gempio i numeri interi {0, 1, -1,
2, -2, ...} formano un gruppo rispetto alla sompw) elemento neutro dato dallo zero e
inverso dato dalla negazione, cioé prediamo nélla Bari a—a. Invece, rispetto alla
moltiplicazione gli interi non formano un gruppatd che l'inverso da in questo caso
sarebbe H che non e un intero a meno che +1. Ma questo stesso esempio ci forni-
sce un gruppo {1, —1} con due elementi, dei quadi I’lelemento neutro, che & un grup-
po rispetto alla moltiplicazione fra numeri.

I numeri reali formano invece ovviamente un grupippetto all’addizione, con elemen-
to neutro lo zero e inverso la negazione. | numesaii positivi formano invece un grup-
po rispetto alla moltiplicazione, con elemento newino e inverso il reciprocoXidi un
numerox > 0. Si noti che la funzione esponenzialeexpx = € trasforma ciascun nu-
mero reale in un numero reale positivo e ha la lpgta di trasformare la somma nel
prodotto: expX +y) = &Y = & & = expk) exp), dunque trasforma il gruppo additivo
di tutti i numeri reali nel gruppo moltiplicativeednumeri reali positivi: poiché si tratta
di una funzione biunivoca € quello che si chiamasomorfismg cioe consente di iden-
tificare due gruppi in modo completo.

Tuttavia le due classi di gruppi pit importanti s@senza dubbio i gruppi finiti di per-
mutazioni e i gruppi di trasformazioni, e a benesedi primi sono un caso particolare
dei secondi.

2. Permutazioni e trasformazioni

Un gruppo di permutazioni € un insieme di permuataizdi n elementi che si combina-
no per composizione: dati oggetti, per fissare le idee consideriamo 1, 2,.3), una
permutazione un riordinamento della successione (1, 2,,3))..Per esempio (2,1,3) €
una permutazione sui tre oggetti 1,2,3, mentre,Z1,2on lo & in quanto il 3 non vi
compare: in effetti in una permutazione tutti giigetti devono comparire, e comparire
una sola volta.

L’'operazione * fra due permutazioni € la composignsep e g sono due permutazioni
sun oggetti, il prodottop * g € la permutazione che si ottiene applicando altato
della permutaziong la permutazion@. Per esempio, sempre ragionando su tre oggetti,
la permutaziong = (2,1,3) porta il primo oggetto 1 nel secondgetondo 2 nel primo

e lascia il terzo oggetto 3 al suo posto. La peazioheq = (3,2,1) porta il primo ogget-

to nel terzo, il terzo nel primo e lascia invaridtsecondo. La composizione* q porta

il primo oggetto nel terzo, il secondo nel prim ®rzo nel secondo: infatti applicando



primaq a (1,2,3) troviamo (3,2,1), e applicangd@ questa troviamo (2,3,1), dato ghe
porta il primo oggetto (che in questo caso € 3srebndo, il secondo (in questo caso 2)
nel primo e lascia invariato il terzo (in questsad).

La permutazione che fornisce I'elemento neutroiadjwuella identica, cioe (1,2, .n)
che lascia ogni oggetto invariato. Un semplice @zier per chi legge potrebbe essere
capire qual € la permutazione inversa di una peaniie data: per esempio l'inversa di
p=(2,3,1) & *=(3,1,.2).

Notiamo che il gruppo delle permutaziomn € commutativaioe non e detto chg* q

= g * p, come invece accade per addizione e moltiplicazibm numeri: usando
I'esempio precedente, abbiamo visto come g = (2,3,1), ma analogamente é facile
rendersi conto che* p =(3,1,2).

Le permutazioni possono essere viste come le trasfooni biunivoche dell'insieme
{1, 2, ...,n} in se stesso, cioe funziofi{l, 2, ...,n} — {1, 2, ...,n} tali che per ogni
fra 1 en ci sia esattamente yirfira 1 en tale cha =f (j).

In generale possiamo considerare le trasformabiomivoche su un qualsiasi insieme:
una classe particolarmente interessante sonosfitnaazioni lineari, che agiscono sul-
lo spazio cartesiano. Un esempio nel piano potigrioh perché sono un gruppo.

Consideriamo il piano cartesiano, cioé l'insieRedelle coppie Xy) di numeri reali.
Una trasformazione lineare sposta una coppia dii [fxyy) in un’altra coppia di punti
(x’,y’) in modo che fra le coordinate del punto di paréea del punto di arrivo sussista
una relazione lineare del tipo

{x’=ax+by+s
y =cx+dy+t

La composizione di due trasformazioni di questo spottiene applicando prima l'una
e poi l'altra a una coppia di punti: géx,y) = (x,y) ef(x,y) = (x”,y”) allora la
composiziong = g € la trasformazione che poltg y) in (x”,y”). Di nuovo otteniamo
in questo modo un gruppo che non € commutativo.

Non é difficile dimostrare (sapendo cosa vuol diyehe questa trasformazione € biuni-

voca se e soltanto se il determinamtie— bc della matriced = (Z Z

poi questa matrice @togonale vale a dire soddisfa I'equaziodd” = I che si traduce
nel sistema di equazioni

) non e nullo. Se

{a2+b2=cz+d2=1
ac+bd =0

allora la trasformazione preserva la distanza franti, cioé la distanza euclidea fra due
punti trasformati e la stessa che fra i punti prole#la trasformazione: per questo moti-

Vo queste trasformazioni si chiamasometrie Con un po’ di trigopnometria non ¢ dif-
cosa —sina

ficile capire che queste matrici sono del tiéo_
sina cosa

): le prime corrispondono a umatazionedi un angolax, le seconde a

) oppure del tipo

(cos a sina

sina —cosa
unariflessionerispetto alla retta inclinata di un angel@2. Nel caso particolare in cui

A=1,cioea=d=1eb=c =0, la trasformazione si riduce a una semptresla-
zionein quanto in questo caso l'effetto € di somnsed ax ey, e quindi di spostare |l
punto senza ruotarlo in alcun modo.



Ovviamente esistono infinite trasformazioni isonuoéte, tuttavia ne abbiamo in qualche
modo legato la struttura a soli tre parametri: d@lo a della rotazione o riflessione, e i
due valoris et che determinano la traslazione. In effetti si dibe il gruppo delle iso-
metrie del piano ha dimensione tre, in un sensqolrebbe essere reso preciso.

Ragionando nello spazio cartesiaRd delle terne di numeri reali troviamo in modo
analogo il gruppo delle isometrie dello spazio &led, che risulta avere sei dimensioni,
cioe dipendere da tre parametri: tre servono am@iare una matrice ortogonale 3x3,
tre servono a determinare una traslazione nelleisgadimensionale. E naturalmente,
si possono anche definire i gruppi delle isometiégli spazi euclidei di dimensione
gualsiasi, anche infinita.

3. I gruppi di trasformazioni e I'’estetica trascendentale

In alcuni suoi scritti, come il celebre libt@ Science et I'Hypotheg&902) e in diversi
articoli apparsi su riviste come Revue de Méthaphysique et de MoralEhe Monist
Poincaré si e fatto la seguente domanda: quandintbcche lo spazio ha tre dimensio-
ni, che vogliamo dire?

Dal punto di vista strettamente matematico seméarele rispondere: vogliamo dire che
la descrizione dello spazio fisico nel quale viviamperfettamente coerente con il mo-
dello tridimensionale della geometria euclideag @isvuole che possiamo identificare il
nostro spazio circostante con lo spazio cartediagionensionale della geometria anali-
tica. La fisica del mondo che ci circonda e chdl@&reostra portata sembra infatti codi-
ficata nella geometria euclidea, come esplicitamaffermo Immanuel Kant nel capito-
lo della suaCritica della ragione puradedicato allestetica trascendentglevvero alla
teoria della nostra percezione del mondo: ovviameggi sappiamo che se ci spostia-
mo su dimensioni macroscopiche, piu che planetanmicroscopiche, meno che atomi-
che, le cose cambiano e la descrizione euclideardiverronea o semplicemente svani-
sce.

E tuttavia questa risposta non sembra soddisfackriétto che riusciamo a descrivere

il mondo della nostra percezione con un modelldirtrensionale non implica che il
mondo lo sia veramente; 'argomentazione € in queasoa posteriori Quello che in-
teressa Poincaré € invece se non sia possibilerrdeditnumero di dimensioni dello
spazio a partire dalla natura delle percezioniemehtenere presente che Poincaré consi-
derava la geometria euclidea come una teoria cdarpénte svincolata dall’esperienza,
e quindi dal mondo che solitamente viene desqogtomezzo di essa. In termini kantia-
ni, la geometria euclidea era per lui datariori.

Ovviamente Poincaré riconosce che la geometriaablhéamo concepito € influenzata
dall'esperienza, cioé dalla nostra percezione dgdlrio, ma nega il fatto che la geome-
tria sia una scienza sperimentale: e invece una @strazione della quale le percezioni
del mondo fisico costituiscono una motivazionemoudello imperfetto da idealizzare.

Poincaré parte da considerazioni, per cosi disglfigiche: la nostra percezione dello
spazio e fornita da una molteplicita di stimoli serali che vengono composti dal cer-
vello in una sensazione unica: la vista e il tgio esempio concorrono a definire una
singola percezione, per esempio una superficialisame quella di un tavolo sul quale
passiamo il palmo della mano mentre lo ispezioniaorola vista.

Nel passare da una posizione all’altra del nostrpa;, diciamo da una posizione A a
una posizione B, sperimentiamo una successiones8ndazioni muscolari che in qual-
che modo determinano B a partire da A. Piu sucoesdi sensazioni muscolari posso-



no condurre da A a B. Fra queste successioni P@nodividua una classe importante
che sono glspostamentivale a dire quelle che servono a compensare mbiamento
esterno, cioe al di fuori del nostro corpo.

Gli spostamenti formano un gruppo, e questo grupparuppo euclideo, non per mo-
tivi intrinseci alla realta delle nostre percezioma piuttosto perché meglio descrive
gueste percezioni stesse: come scrive lo stessmd?éind_a Science et I'Hypothése
(cap. 3):

“L’oggetto della geometria € lo studio di un paxiare gruppo;
ma il concetto generale di gruppo preesiste neltneospirito,
almeno in potenza, e si impone a noi non come fatella no-
stra percezione, ma come forma del nostro intendimerra
tutti i gruppi possibili bisogna scegliere quellbecsara per cosi
dire un termine di paragone col quale confronteran@nomeni
naturali. L’esperienza non ci impone, ma ci guida questa
scelta; essa non ci fa riconoscere quale geomedrigiu vera,
ma quale € piu comoda.”

Notiamo I'eco kantiana di queste parole: |la diffem® sta nel fatto che Kant identificava
le forme a priori della percezione nella geomegiglidea, Poincaré nella teoria dei

gruppi...

Il gruppo degli spostamenti euclideo, cioe il grapgelle isometrie dello spazio, che
come abbiamo visto sono trasformazioni ottenutebioamdo per composizione le tra-
slazioni e le rotazioni, possiede come sei gradibdita, poiché le traslazioni si posso-
no identificare con i vettori dello spazio applidgatun punto, che formano quindi uno
spazio di dimensione tre, mentre le rotazioni, rapentabili con matrici 3x3 ortogona-
li, pure dipendono da tre parametri reali.

In effetti il gruppo euclideo e un gruppo di Lienae si dice, cioé un gruppo che ha an
che le caratteristiche di uno spazio, in partiekiruno spazio di dimensione sei.

Ma Poincaré non vuole dedurre la dimensione dgympwda quella dello spazio, bensi
procede in maniera inversa: I'esperienza ci inducigenere che il gruppo degli sposta-
menti che descrivono la realta percepita dallerecsnsazioni tattili e visive € il grup-

po euclideo. Da questo segue che la geometria detinfisico si puo schematizzare

con la geometria tridimensionale euclidea, fernsiaredo che lo spazio euclideo e una
pura astrazione matematica a priori.

Per chiudere il ragionamento, Poincaré si soffesaiaoncetto di punto nello spazio fi-
sico, in particolare legando la nozione di puntpalla di posizione.

Le posizioni sono determinate secondo Poincareedsazioni tattili: 'unico modo per
verificare se un oggetto B occupa lo stesso purgogglentemente occupato da A é di
tenere un dito fermo e sperimentare la sensaziotechre prima A e poi B.

Dunque a ogni mia posizione corrisponde un punfogssiamo considerare i cambia-
menti di posizione del nostro corpo che tengontavwid fisso il dito su quel punto:

'unico modo per discernere questi cambiamenti idalijfi € che in questi persiste |l

contatto del nostro dito con I'oggetto che occupel gpunto.



In questo modo i punti dello spazio sono identtfican delle classi di spostamenti del
nostro corpo, che corrispondono quindi a sensanmscolari: dunque, conclude Poin-
caré, quando affermiamo che lo spazio ha tre dimmensstiamo in realta affermando
che le classi di questi spostamenti che “fissanpwrto” per mezzo di un dito formano
i punti di uno spazio tridimensionale (“continuadimensionale” & I'espressione di
Poincaré).

Naturalmente questa conclusione del matematicocése non vuol dire che abbiamo
dedotto dall’'esperienza che lo spazio ha tre dimensinfatti I'esperienza ci ha solo
fatto dedurre qualcosa sui nostri corpi e sui lagporti con gli oggetti che sono in gra-
do di toccare, non con lo spazio in sé. Come suiygesente scrive Poincaré a proposi-
to del gruppo euclided:esperienza ci ha guidato nel mostrarci quale txef’'adatta
meglio alle proprieta dei nostri corpi, ma il suoalo si arresta li]...] la geometria non

e vera: e vantaggiosa.

Una conseguenza interessante della teoria di Réireahe specie extraterrestri sen-
zienti probabilmente, in base alla conformaziondate corpi, potrebbero scegliere un

gruppo diverso per descrivere gli spostamentio&izeoni e quindi i punti dello spazio

che percepiscono come loro circostante, magaratrd® un numero diverso di dimen-
sioni: un buon tema per un racconto di fantasci¢edaffettivamente in alcuni racconti

di H.P. Lovecraft creature aliene ed abominevails&no seguire geometrie non eu-
clidee).

4. 1l gruppo di Klein e la psicologia cognitiva

Se Poincaré considerava i gruppi come enti puraanastratti dati a priori alla nostra
intuizione sensibile, c’é chi li ha anche utilizzag¢r descrivere i processi dello sviluppo
cognitivo nel bambino: si tratta del grande ped#iagvizzero Jean Piaget, dal cui agi-
le e brillante trattatd.’épistémologie génétiqueprendiamo un’altra applicazione epi-
stemologica della teoria dei gruppi.

Piaget, che pur essendosi occupato di pedagogia|ggia e filosofia era uno scienzia-
to, individuo nel gruppo di Klein, che prontamedtscriveremo, la struttura matemati-
ca che presiede nel bambino di 11/12 anni lo spibugiella capacita di formulare ipotesi
e ragionare su di esse, cio che Piaget chiamadajmar formali”.

Per caratterizzare ed esprimere queste nuove tagagnitive, Piaget utilizza il gruppo
di Klein, o anchegruppo dei quattroun gruppo commutativo con quattro elementi. Ci
sono molti modi di rappresentarlo: una maniera diemg vederlo come il gruppo delle
simmetrie di un rettangolo (che non sia un quadiraioé delle trasformazioni che la-
sciano invariato un rettangolo.

D C

A B

Ci sono solo quattro trasformazioni siffatte: I'idiéga e (che non muove nulla), la rifles-
sionea lungo la retta verticale passante per il centroifl@ssioneb lungo la retta oriz-
zontale passante per il centro e la rotaziode180: queste ultime tre sono rappresen-
tate rispettivamente nelle figure seguenti:



Non e difficile rendersi conto che non ci sonoeattasformazioni che lasciano invariato
il rettangolo: intanto queste devono per forza esg®metrie; non possono essere tra-
slazioni dato che vogliamo che il rettangolo rimamgllo stesso posto, dunque si tratta
di rotazioni o riflessioni, e sappiamo che ce neosimfinite parametrizzate da un ango-
lo. Ma I'unica rotazione che lascia invariato ittemgolo e quella di 180 gradi (che cor-

. . cosa —sina
risponde ax = & nella matrlce( )
sina cosa

denza) mentre le uniche riflessioni che lasciavariato il rettangolo sono quelle corri-

)che abbiamo considerato in prece-

spondenti a a=0 e a=Tm nella matrice
cosa sina . . . .

( . ): otteniamo in questo modpb ea rispettivamente.
sina —cCoSsa

Dunque i quattro elementi del gruppo di Klein passadentificarsi con le rotazioni e
riflessioni corrispondenti agli angolt =0 e a = (la rotazione di angolo 0 e
I'identitd). Questo gruppo risulta commutativo,ig@scun suo elemento € l'inverso di se
stesso.

Notiamo anche che ciascuna delle quattro figuregatenti puo associarsi a una permu-
tazione delle lettere ABCD, leggendole in sens@aatio dal vertice in basso a sinistra
del rettangolo: abbiamo quindi le quattro permuazi(A,B,C,D), (B,A,D,C),
(D,C,B,A) e (C,D,A,B) il che ci dice che il gruppm Klein & (isomorfo a) un sottogrup-
po con quattro elementi del gruppo delle permutazso quattro lettere (quest'ultimo
ha 4!=24 elementi): questa circostanza e fra Oadit’'origine del fatto che I'equazione
di quarto grado e risolubile per radicali.

Torniamo ora alla teoria di Piaget: la sua osséov&ze che verso gli undici anni il
bambino diviene capace di formulare ipotesi, deshize inferenze rappresentandole
nella propria mente senza necessariamente |'auBilbggetti o istanze concrete. In de-
finitiva si forma la sua capacita di astrarre legiente dal contesto e formulare ipotesi,
che possono avere per oggetto non soltanto gliexiérdella realta percepita, ma a loro
volta concetti e idee astratte.

Piaget identifica quattro meccanismi di base nalémipolazione dei concetti: conside-
rando I'implicazionep = q fra due proposizioni, intesa come equivalente @égposi-
zione ‘p e falsaoppureq é vera” (secondo le regole della logica proposiie), Piaget
le associa la proposizione inversa Ig:€ vera e e falsa”, la reciproca Rt = p e la
correlativa C: p € falsa e e vera”.

Notando che la correlativa € I'inversa della reogar, cioe NR = C, CR = N, NRC = |,
possiamo identificare le nostre quattro forme psigonali {NRC, N, R, C} con |l
gruppo di Klein.

Le simmetrie di questo gruppo esprimono dunquePeget le capacita che il bambino
acquisisce nella manipolazione delle ipotesi eedielfo conclusioni: in particolare la
capacita di formulare la negazione di una ipotedii résalire dagli effetti alle cause, che
sembrano maturare in questa fase dello sviluppaiteg, corrisponderebbero a un uso
inconsapevole del gruppo di Klein nel ribaltaresiteazioni. E in effetti suggestivo pen-



sare all'interpretazione geometrica, guardandoetthingolo come una ipotgsi= q
che lega due concetti in una relazione “causalegrsiderando le simmetrie del rettan-
golo come ai possibili ribaltamenti di questa ifsdte

Ma a noi pare ancora piu suggestivo pensare cloggetto matematico astratto, che fu
esplicitamente definito da Felix Klein nel 1894un libro dedicato alla non risolubilita
dell’equazione di quinto grado, possa avere troegiglicazione, anche solo come me-
tafora, nel lontano campo delle scienze cognitperimentali. Di tutti gli usi che Klein
avrebbe potuto immaginare per il suo gruppo, qudlBiaget rimane sicuramente il piu
remoto e affascinante.



